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Chapitre 1

PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.1 Généralités sur les processus stochastiques

Dans ce chapitre, on donne les définitions principales concernant les processus stochastiques nécessaires a la
compréhension du mouvement brownien, pour plus de détails voir e.g. [1].

1.1.1 Définitions

Dans la suite on notera (€2, A,P) un espace de probabilités.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). Soient I C R et (E, &) un espace mesurable. Un processus sto-
chastique & valeurs dans E est défini sur I x Q par Uapplication

X: IxQ — FE
(t,w) — X(t,w)=Xt(w).

Par la suite, comme pour les variables aléatoires (v.a.), la dépendance en w sera omise. Et on notera le
processus stochastique comme {X (t),t € I} ou encore {X;}ier voire plus simplement X .

On notera également.

— Le paramétre t est appelé temps.

— L’espace E est appelé I'espace d’états. En particulier, si (F, &) = (IN, P(IN)) on parle de processus a
valeurs entiéres ou si (F, &) = (R, B(R)) on parlera de processus a valeurs réelles.

— I est un ensemble d’indices (intervalle, ou ensemble fini ou dénombrable). Si I est dénombrable (e.g.
I = IN) on parle de processus a temps discret ou suite aléatoire. Si I est un intervalle de R (i.e.
I =10,T],T >0 ou I =Ry) on parle de processus & temps continu ou fonction aléatoire.

— Etant donnés s < t de I, la différence X; — X, est appelée accroissement du processus. Le processus
X est dit a accroissements indépendents si pour tout n € IN* et tout (¢1,...,t,) € I" les variables
aléatoires Xy, — Xo, Xy, — X4,,..., X4, — Xy, sont indépendantes.

Définition 1.1.2 (Trajectoire d’un processus stochastique). Pour w € Q donné, la trajectoire d’un processus
stochastique {X;}ier est la fonction déterministe X (-,w) de I dans E donnée par t — X (t,w) pour tout
tel.

Exemple 1.1.3.
1. (nombre naissances) Le nombre de naissances sur une période [0,T] est un processus stochastique N

a temps continu défini sur I = [0,T] et a valeurs entiéres H = IN. Le processus de Poisson permet de
modéliser une telle situation en partant de No = 0 alors Ny ~ P(At), A > 0.

2. (marche en temps) Une marche en temps X définie comme la somme des v.a. réelles {&; }i>o auz instants
ti de T = {to,t1,...,tn,...} est un processus a temps discret et a valeurs réelles Xy, = Zj<i &, ot
t; e T. a

Définition 1.1.4 (Processus stochastique & trajectoires continues). Soit I C R un intervalle. Un processus
stochastique {Xi}ier G temps continu est dit a trajectoires continues si la fonction t — X (t,w) est continue
pour tout w € €.

REMARQUE. D’autres définitions de la continuité sont possibles, par exemple on ayant une continuité
presque sirement (i.e. p.p. w € ) ou encore continuité en moyenne quadratique (voir e.g. [3, §5.5]).

Exemple 1.1.5.

1. Le processus de Poisson n’est pas a trajectoires continues (fonction en escalier).



2 CHAPITRE 1. PROCESSUS STOCHASTIQUES

1.1.2 Mesurabilité

On pourra utiliser les deux definitions suivantes du processus stochastique.
Définition 1. Une variable aléatoire a valeurs dans E, pour t € I donné : X; : w — X (t,w).
Définition 2. Une variable aléatoire & valeurs dans E' (applications de I dans E) : X : w — (X (t,w))ser-

pour peu que les notions de mesurabilité soient aussi bien définies, en particulier pour EL.

Définition 1.1.6 (Tribu produit). Pour k > 1, t1,...,tx € I et By,..., By € &, l’ensemble
C(tl, ce ,tk;Bl, R ,Bk) = {(l't)tel € EI,.’IJtZ. € Bl,Z = 1, .. .,k},

est appelé cylindre. La tribu produit definie sur E' est notée E21, et correspond & la plus petite tribu sur BT
contenant toutes les cylindres.

Lemme 1.1.7 (Définitions équivalentes). Soit {X;}icr, une famille de fonctions (v.a.) Xy : Q@ — E. La
fonction de 2 dans E Xy : w— X (t,w), pour tout t € I est mesurable pour la tribu € pour € si et seulement
si la fonction de Q dans BT X : w > (X (t,w))er est mesurable pour la tribu produit €% := @, €.

Le lemme précédent, nous assure donc que les Définitions 1&2 du processus X sont équivalentes.

1.1.3 Loi de probabilité

A la lumiére des définitions précédentes, on peut désormais (au méme titre que pour les v.a.) se poser la
question de la définition de la loi d’un processus aléatoire.

Définition 1.1.8 (Loi d’un processus aléatoire). On appelle loi du processus aléatoire X la mesure de proba-
bilité¢ Px définie sur €21 par

Py(A):=P(X € A), Aec &%
La loi de X est déterminée® par ses marginales fini-dimensionnelles i.e. la lois des vecteurs (X, ..., Xt,)
avec k> 1 etty,...,t, € 1.

Nous donnons dans la suite diverses definitions permettant de comparer deux processus en terme de loi et
indépendance.

Définition 1.1.9. Soient X = {X;}ier et Y = {Yihes deux processus stochastiques définis sur un méme
espace de probabilité (Q, A, P).

i) Supposons I = J, les processus X et'Y sont égaux en loi (au sens de l’égalité en loi des lois marginales

fini-dimensionnelles [1]), si pour tout entier k € IN* et tout (t1,...,tx) € I™, les vecteurs aléatoires
(Xiy,. -, Xy,) et (Yo, ..., Ys,) ont la méme loi dans E*. Plus précisément, pour tout B € €® -+ ® &

k times
on a

P(Xt,,...,Xt,) € B) =P((Yy,,...,Y:,) € B).

ii) Les processus X et'Y sont indépendants si et seulement si (X ,...,Xy,) et (Ys,...,Ys, ) sont indé-
pendants pour tout n,ty,...,t, et m,s1,...,Sm. i.e. tous les vecteurs de dimension finis extraits de X

et Y sont indépendants?.

1.2 Les processus gaussiens

Avant de donner la définition des processus gaussiens, nous donnons quelques définitions générales sur les
processus du second ordre.

1. En effet, cela est intiment lié & la définition de la tribu produit. Voir [1, §1,2] pour plus de détails.
2. Cela signifie en d’autres termes que les tribus générées par les processus o(X¢,t € I) et o(Yz, t € J) sont indépendantes

[1, §1].
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1.2.1 Processus du second ordre

Définition 1.2.1 (Processus du second ordre). Un processus stochastique est dit d’ordre 2 ou du second ordre
si pour tout t € I on a X; dans L2(2)3. On désigne par

— m: I — R la fonction moyenne donnée par m(t) = E(Xy),

— C:1Ix1I— R la fonction covariance donnée par C(s,t) = cov(Xt, Xs) = E(X: Xs) — E(X)E(X5).

Définition 1.2.2 (Fonction de type positif). Une fonction C : I x I — R est dite de type positif (ou positive)
st pour tout n € IN*
V(z1,...,20)7 €R™ et Y(ty,...,ty) € I"

on a

i Zn:ij(ti, t;) > 0.

i=1 j=1

Exemple 1.2.3. Soit X un processus de second ordre, alors
— C est symétrique car C(s,t) = cov(Xy, Xs) = cov(Xs, Xi) = C(t, s),
— C est de type positif en effet pour (x1,...,2,)T € R et (t1,...,t,)T € I" on a

ZZmlmJ (ti t5) szll'jCOV(Xt , Xt;) ZZ (23 X,) (2 Xy;)

i=1 j=1 1=1 j=1 =1 j=1

n n n 2 n

=3 E(wiXy,)E(z; X)) (Z Xy, ) -E (Z a:iXti) =V <Z J:Z-XtZ) >0
i—1 j=1 i=1 i=1

1.2.2 Loi normale et vecteurs gaussiens

Dans cette partie nous discutons un exemple qui aura une importance capitale par la suite : les processus
gaussiens. On rappelle pour commencer, quelques propriétés sur les variables et vecteurs gaussiens.

Une variable aléatoire X € R est dite gaussienne ou suit une loi normale, si il existe u € R et o # 0 tels que
sa densité de probabilité p : R — R est donnée par

p(z) = \/2;7 exp (_@2_05)2) rER,

et sa fonction caractéristique ¢ : R — C est définie par

o242
o(t) = E(exp(itX)) = exp (iut) exp (—;) teR.

On notera X ~ N(u,0?). De plus I'espérance est E(X) = u et la variance V(X) = o2. Plus généralement,
(2K)! 2k

X € LP(Q),p > 1. Les moments centrés sont nuls pour ¢ = 2k+1 et pour ¢ = 2k on a E(| X — u|?) = SR O

k> 1.

Proposition 1.2.4. La v.a. X est la translation et la dilation d’une gaussienne standard G ~ N(0,1) ¢
X = pu+ oG pour tout p € R,0 € R*.

Démonstration. Voir ci-dessous pour le cas général. |

On considére désormais, des variables aléatoires (vecteurs aléatoires) X a valeurs dans R", n € IN*, équipé
du produit scalaire canonique noté (-, -) de norme associée || - ||.

1. Un vecteur X est dit gaussien ou suit une loi normale multivariée si toute combinaison linéaire de ses
composantes (X, \) = 3" A X; (avec A = (A1,...,A,)T € R™) est une variable aléatoire gaussienne.

3. L’espace de Lebesgue LP(Q2) des variables aléatoires réelles de moment d’ordre p > 1 fini pour la mesure de probabilité P
est noté LP(Q, A, P) = L*(Q) := {X; [, [ X (w)[|?dP(w) < oo}
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2. Un vecteur gaussien est charactérisé par p = (u1,...,u,)" € R™ et la matrice ¥ € R™ "™ symétrique
et définie positive. On notera X ~ N(u,X) et sa densité de probabilité p : R"™ — R est donnée par
1 (zu,E_l(:U,u))) n
plx) = ——————exp | — , x€R"™
(=) (2m)"/2y/det ( 2

Sa fonction caractéristique ¢ : R™ — C est définie par
1
(0) = Elexp(itt, X)) = exp i) exp (~5 .20 ). e B

avec 4 € R™ et ¥ € R™ ™. On notera X ~ N(u,Y). La matrice ¥ est la matrice de covariance du
vecteur gaussien t.q. ¥ = (cov(X;, X;))1<ij<n €t p = E(X) = (E(X1),...,E(X,))T est I'espérance de
X.SiE(X) =0, le vecteur X est dit centré.

De fagon générale un vecteur gaussien s’obtient par le biais d’une transformation affine d’une vecteur gaussien
dont les composantes sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites i.e. de loi N(0, I,,).

Proposition 1.2.5. Soient k,n € IN* et X un vecteur gaussien de loi N(0,Iy). Etant donnés p € R™ et
L€ R™*. Alors i+ LX ~ N(u, LLT).

Démonstration. On calcule la fonction caractéristique de Y = m + LX. Pour tout ¢t € R™ on a
ey(t) = E(exp(i(t,Y))) = E(exp (i(t,m + LX))) = exp (i(t, m})E(exp (i(t, LX))),

= exp (i(t,m)) E(exp (i(LTt, X))) = exp (i(t,m)) exp (—;(LTt, LTt >,
ex(LTt)

—%@, LITH).

— exp (i(t,m)) exp(

donc Y ~ N(m, LLT). [ |

1.2.3 Processus gaussien

Définition 1.2.6. (Processus gaussien) Un processus stochastique X = {Xi}ier a valeurs réelles de second
ordre est appelé processus gaussien si (Xy,,..., Xy ) est gaussien, pour tout (ti,...,t,) € I", n € IN*.
La loi d’un processus gaussien {X;}er est complétement caractérisée par sa fonction moyenne m : I — R
et sa fonction covariance C' : I x I — R. En particulier, on a que la matrice de covariance vérifie ¥ =
(C(ti, tj))1<i,j<n et elle définie positive car c’est un processus du second ordre! 4
Exemple 1.2.7. Exemple de processus Gaussiens du second ordre centrés m(t) = 0.

— Processus d’Orstein-Uhlenbeck : C(s,t) = exp(—@).

— Bruit blanc : C(s,t) = ds(t).

— Mouvement brownien ou processus de Wiener : C(s,t) = min(s,t).

4. C’est une conséquence de ’égalité en loi.



Chapitre 2

MOUVEMENT BROWNIEN

2.1 Bref historique

Dans ce paragraphe nous donnons un bref historique de I'apparition du mouvement brownien (aussi appelé
processus de Wiener) et de la théorie du calcul stochastique qui en a découlé.

— En 1827 : le naturaliste botaniste écossais Robert Brown (voir figure 2.1.1) décrit le comportement
erratique de particules en suspension dans un gaz ou un fluide par un processus stochastique appelé
le mouvement brownien.

— En 1901 : le mathématicien francais Louis Bachelier (voir figure 2.1.1) introduit dans sa thése intitulée :
« Théorie de la spéculation » le premier modéle mathématique du mouvement brownien appliqué a
des modéles financiers.

— En 1905 : Albert Einstein (voir figure 2.1.1) utilise le mouvement brownien pour décrire le mouvement
d’une particule physique. Il montre que la densité de probabilité de la particule d’étre & une position
donnée & un temps donné est une densité gaussienne (i.e. la densité du m.b.s. au temps t), solution
fondamentale de I'équation de la chaleur.

— En 1923 : 'américain Norbert Wiener (voir figure 2.1.1) donne une premiére définition mathématique
rigoureuse du mouvement brownien en construisant une mesure de probabilité sur I’espace des fonc-
tions (continues) réelles. En d’autres termes, il définit le mouvement brownien comme un processus
aléatoire (a trajectoires continues), c’est a dire une famille {W;;t € R4} de variables aléatoires sur
un espace de probabilités (2, A, P) (telle que 'application t — W;(w) est continue pour tout w € ).
C’est pour cela qu’on appelle aussi le mouvement brownien : processus de Wiener. Wiener s’est aussi
intéressé a la régularité des trajectoires t — W, de ce processus. Les trajectoires du Brownien sont
continues mais non dérivables! Wiener définit également 'intégrale par rapport au mouvement brow-
nien qu’on appellera plus tard l'intégrale de Wiener. C’est le point de vue de Wiener que nous allons
adopter dans la suite de ce cours.

— Dans les années 50 : les travaux du mathématicien japonais Kiyoshi Ito (voir figure 2.1.1) permettent
d’étendre les outils du calcul différentiel au mouvement brownien, c¢’est 'apparition du calcul stochas-
tique (intégrale d’Ito, formule d’Ito...). En paralléle le mathématicien frangais Paul Lévy (voir figure
2.1.1) met aussi en évidence de nombreuses propriétés sur la trajectoire du mouvement Brownien.

Robert Brown (1773 - 1858) Louis Bachelier (1870 - 1946) Albert Einstein (1879 - 1955)
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Norbert Wiener (1879 - 1964) Paul Lévy (1886 - 1971)  Kiyoshi Ito (1915 - 2008)

FIGURE 2.1.1 — Chercheurs ayant contribué a la construction du mouvement brownien. (Photos from Wiki-
media Commons, the free media repository.)

2.1.1 Deéfinitions

Dans cette partie on considére mouvement brownien en dimension 1 (i.e. d = 1).

Définition 2.1.1 (Mouvement brownien standard en dimension 1 ). Un mouvement brownien standard (m.b.s.)
ou processus de Wiener est un processus stochastique, a temps continu et & trajectoires continues, noté W

ou {Witier, @ valeurs réelles TEL QUE

1. Wy =0,

2. tout accroissement Wy — Wy, 0 < s < t, suit une loi gaussienne centrée de variance (t — s),

3. pour tout 0 =tg < t1 < to < .-+ < t, les accroissements {Wti+1 —W4,,0 <i <n—1} sont indépendants.
A Vinstant t, W; est une variable aléatoire gaussienne de moyenne E(W;) = 0 et de variance E(W?) = ¢ qui

croit avec le temps. Ainsi on peut vérifier que W; est une v.a. comprise dans l'intervalle [—1.96+/%, 1.96+/%]
avec une probabilité de 95% voir Figure 2.1.2. En effet comme \[ ~ N(0,1) alors P(| Wt| <1.96) =095 <

P(—1.96v/t < W; < 1.96v/t) = 0.95.

Mouvement brownien Standard

—— +/1.96sqrtit)

FIGURE 2.1.2 — Trajectoires du mouvement brownien.

REMARQUE.
1. Les trajectoires de W ne sont pas dérivables p.s. (voir TD).

2. Les trajectoires de W ne sont pas monotones p.s..

Théoréme 2.1.2. Le mouvement brownien existe.

On peut considérer une preuve constructive de l'existence du mouvement brownien & la Wiener. Cette
approche que l'on utilise aussi numériquement s’appuyant sur des séries de Fourier ou décomposition de
Karhunen-Loéve. Notons qu’il existe d’autres constructions : due & Kolmogorov, ou encore Donsker en inter-
prétant le m.b.s. comme la limite d’une marche aléatoire (cf. TP).

On donne désormais une définition équivalente du m.b.s. .
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Proposition 2.1.3 (Définition alternative du mouvement brownien). Un mouvement brownien standard (m.b.s.)
ou processus de Wiener noté W est un processus gaussien centré d’espérance m(t) = E(W;) =0 et de fonc-
tion de covariance C(s,t) = cov(Wy, W) = min(s,t), s,t € Ry.

Démonstration.

1. Comme W; ~ N(0,t) alors E(W}) = 0 et C(t,s) = cov(Wy, W) = E(W; W) ainsi
— sit=s, C(t,t) = E(W?) =t = min(s, t), en remarquant que E(W?) = V(W,;) + E(W;)? = ¢
— sit#savec s<tona

E(WW,) = E((W; — W)Wy +W2) = E(W; — W) (W, — Wp)) + s,
= E(W; — WH)E(Ws — Wp) +s = s = min(s, t).

=0

car Wy — W, Wy — Wy indépendants et centrés. On remarque d’ailleurs que par définition la fonction
covariance est bien symétrique. On a un processus de second ordre.

2. Introduisons la séquence des accroissements {W;, — W;, ;1 < i < n}. On va montrer que
(Wiys ..., Wy, )T est gaussien.
Par définition du mouvement brownien on a (Wy, — Wy, ..., Wi, — Wi, )T est un vecteur gaus-
sien, dont les composantes sont indépendantes ainsi Wy, — Wy, |, ~ N(0,t; — t;—1) et (Wi, —
Wigs - s Wi, = Wi, )T ~N(0,%) avec ¥ = diag(ty — to,...,tn — tn_1) € R™™,

Notons T la matrice de R™*" triangulaire définie par

1 0 00

1 1 00
T=1| ...

1 11

1 1 11

On a (th, ey th)T = T(th — th ey th — th,l)T-
Ainsi par lemme du cours (Wy,,..., Wy, )T ~ N(0,TDTT). Ce qui prouve que W est gaussien et
il est caractérisé par ses fonctions moyenne et covariance.

Nous énongons désormais quelques propriétés des trajectoires du mouvement brownien.
Proposition 2.1.4. Soit W un m.b.s., le processus X défini comme il suit est aussi un m.b.s. .
i) (Symétrie) X = —W,
ii) (Propriété d’échelle) Xy = %Wczt, pour ¢ # 0,t >0,
iii) (Retournement du temps) Xy = W — Wr_y pour t € [0,T],T > 0.

Démonstration.

Par construction, tous les processus considérés sont des processus gaussiens (on effectue uniquement des
transformation du temps et des combinaisons linéaires).

Il reste donc a vérifier que leur fonction de covariance vérifie C'(s,t) = min(s, t) pour tout s,t € I.

i) On a directement C(s,t) = Cov(Xy, Xs) = Cov(—=Wy, —Ws) = min(s, t).
ii) Comme C(s,t) = E(WfWS) = C%E(WcthCQS) = C% min(c?t, ¢?s) = min(t, s).
iii) On a
C(s,t) = B(X: X,) = E((Wp — Wr_)(Wp — Wr_y)) = E(W2) — E(Wp_Wr)
—EWrWr_g) +E(WWpr_sWrp_) =T — (T —s)—(T'—t)+min(T —s,T —t) = t+s—max(s,t) = min(s, t),
en utilisant que C(s,t) = cov(Ws, W;) = E(W,W;) (car Wy de moyenne nulle).
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Le mouvement brownien posséde d’autres propriétés : comme celle de Markov qui assure qu’il est aveugle de
ce qui se passe avant ty (et est méme indépendant) ou d’inversion en temps , mais surtout des propriétés de
Martingale utiles pour la construction de l'intégrale stochastique (voir e.g. [1, 2]).

2.1.2 Variantes du mouvement brownien

Définition 2.1.5 (Mouvement brownien d-dimensionnel standard). Un mouvement brownien d—dimensionnel
standard est un processus noté {W}ier, a valeurs dans RY en temps continu et a trajectoires continues t.q.
W= ((Wi)e..., Wa)e)" ou les {(W;)i}ier, sont des m.b.s. indépendants pour tout 1 < i < d.

Définition 2.1.6 (Mouvement brownien ayant une valeur initiale non nulle). Un mouvement brownien {X;}ier,
1ssu de X est un processus de la forme X; = Xo + Wy avec Xy indépendant de Wy.

On peut aussi considérer Xy = x une C.I. déterministe.

Définition 2.1.7 (Mouvement brownien avec dérive ou arithmétique). Un mouvement brownien {X;}icr,
1ssu de Xo, de dérive b et de coefficient de diffusion o est un processus de la forme Xy = Xo+ bt + oW} avec
Xo indépendant de Wy.

REMARQUE. Dans la derni¢re définition, on appelle aussi {X;}cr, mouvement brownien arithmétique.
C’est un processus & accroissements indépendant, stationnaires et gaussiens mais non centrées en effet
E(X;) = E(Xo) + bt.

2.2 Simulation du mouvement brownien

L’objectif de cette partie est de simuler une réalisation d’'un mouvement brownien standard.

2.2.1 Discrétisation en temps

Considérons un m.b.s. W = {W;};>0, on veut simuler W sur U'intervalle de temps I = [0, 7. Pour cela, on

se donne un maillage uniforme contenant N + 1 points 0 = tg < t; <ty < --- <ty out; = iAt et At = %

On simule une réalisation de W aux instants ¢; de fagon a obtenir le vecteur W = (W,,, ..., W;,)T (rappel
Wi, = 0). On verra comment calculer W par la suite par différentes stratégies.

Afin de construire une approximation "globale" W2t de W pour tout ¢ € [0, 7] on peut par exemple construire
un interpolant aux points {Wy,, ..., Wi, }.

APPROXIMATION Py PAR MORCEAUX
Le processus approché {WtAt}te[O,T] est constant par morceaux et défini par
WsAt:Wti, SG[ti,ti+1),i€{0,...,N—1},

de cette facon on a Wt?t = W,, et W5 est seulement continu & droite.

APPROXIMATION Pl PAR MORCEAUX
Le processus approché {WtAt}te[O,T] est continu et affine par morceaux et défini par

prar _ S 5 —tiy1

s - TWti-ﬁ-l - Al Wt“ s € [tz,tz_i'_l],z S {O, . .,N — 1}

On s’intéresse désormais aux calcul de la séquence WV,
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2.2.2 Méthode de Cholesky

Cette méthode permet de simuler les trajectoires de tout processus gaussien centré et en particulier le m.b.s..
Avant de rentrer dans les détails, rappelons le résultat sur la décomposition de Cholesky d’une matrice sy-
métrique définie positive (voir [4, p.80-81]).

Théoréme 2.2.1 (Décomposition de Cholesky). Soit A une matrice réelle de taille n x n, symétrique et définie
positive. Alors il existe une unique matrice triangulaire inférieure L de taille n x n dont les coefficients
diagonaux sont tous positifs telle que A = LLT

On proceéde de la fagon suivante.

1. Pour simuler un processus gaussien centré noté X aux instants t,...,ty on introduit sa matrice de
covariance X € RM*Y définie par ¥;; = cov(Xy,, Xt,),1 < 4,j < N (définie positive) de coefficients
donnés par

X = COV(Wti,Wtj) = min(ti,tj) = —min(i,j), 1<4,7<N.

2. Puis on calcule L la matrice de factorisation de Cholesky donnée par ¥ = LL”.

3. Etant donnée un vecteur gaussien centré réduit Z de taille n t.q. Z ~ N(0, Id) alors LZ a la méme loi
que (Xyy,..., X¢y) ~N(0, LLT) par la Proposition 1.2.5. Une trajectoire du brownien obtenue par ce
biais est tracée sur la Figure 2.2.1.

Mouvement brownien Standard - Methode Chaolesky

—_— W

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1a

FIGURE 2.2.1 — Méthode de Cholesky : trajectoire du mouvement brownien sur [0, 1] pour N = 1000.

2.2.3 Procédure progressive

L’idée est de calculer itérativement la séquence WV a 'aide de v.a. gaussiennes centrées réduites indépen-
dantes.

1. Générer une séquence (&1, ...,&n) de n v.a. de loi N(0,1).

2. En posant W;, = Wy =0 calculer pour ¢ =1,..., N

Wti = Wti_l + v Atgh

car Wy, — Wy, ~ N(0, At).Une trajectoire du brownien obtenue par ce biais est tracée sur la Figure 2.2.2.
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Mouvement brownien Standard - Methode incrementale

0o 0.2 0.4 0.6 0.8 1a

FIGURE 2.2.2 — Méthode progressive : trajectoire du mouvement brownien sur [0, 1] obtenu pour N = 1000.

2.2.4 Décomposition de Karhunen-Loéve

Une autre méthode consiste & construire générer les W, & partir de la décomposition de Karhunen-Loéve
(2.2.1) du m.b.s.

W, = i)gmém(t), te 0,7 (2.2.1)

avec ¢, (t) =

22T . (2m+1
sin

2m+ )7 2T

Pour cela, on évalue aux noeuds du maillage temporel {¢1,...,¢,}, le processus tronqué WtK de Wy aux K

premiers termes de la série donné par

7rt> des fonctions orthogonales pour le produit scalaire L2 sur [0, T].

K
WK =" &uom(t), tel0,T].
m=0

Une trajectoire du brownien obtenue par ce biais est tracée sur la Figure 2.2.2.

Mouvement brownien Standard - Methode de Karhunen-Loeve

0.4 1 — K=20
K= 40
0.2 4 - K=50
— K= 100
0.0 K= 200
-02
—0.4
-0.6
—0.8 1

FIGURE 2.2.3 — Méthode de KL : trajectoire du mouvement brownien sur [0,1] pour N = 100 et K €
{20, 40, 50, 100, 200}.

# On donne pour terminer un résultat sur ’erreur de troncature commise lorsqu’on approche W; par WtK (dé-
veloppement de KL tronqué a& K +1 termes) qui nous dit que P’erreur quadratique se comporte en O(K -1/ 2.

Proposition 2.2.2. Pour K € N ett € I =[0,T] l’erreur quadratique est donnée par

2T
K
V(W) = V(W) < = yre
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de méme lerreur en moment d’ordre 2 i.e. pour la norme de L2(Q,L2(0,T)) est donnée par

E (W - WX 0my) < 2

RESULTATS UTILES. Soit {X,, }nen une suite de variables aléatoires convergeant vers une v.a. X.

i) (Théoréme de Kolmogorov) Soit { Xy, },>1 une suite de v.a. de L*(2), indépendantes et centrées. Si

Z]E(X,%) < oo = ZX” converge p.s..

n>1 n>1

ii) Supposons que X,, ~ N(m,,,02) converge en loi et (m,,o2) converge. Alors la loi limite de X, est une
loi normale de paramétres (lim,, m,, lim, ¢2).

Démonstration.
1. On montre que W/" converge presque sirement quand n — oo. On notera W; sa limite. Soit ¢ € [0, 7]
fixé, posons X, (t) = &ndm(t). On a E(X,, (1)) = E(&m)dm(t) = 0 et { X (t) }m>0 sont indépendantes
par indépendance des {&, }m>0. Par ailleurs

Z]E(Xm Zcbm £)2E(¢ Zgbm =t<T < oo.

m>0 m>0 m>0

n
m=0

Par le théoréme de Kolmogorov, W} =>"" _ X,,(t) converge p.s..

2. On vérifie que {W;},c(o 7] est un processus Gaussien de fonction moyenne nulle m(t) = 0 et de fonction
de covariance C(s,t) = min(s,t), s,t € [0,T]. Par définition, ;" est une gaussienne centrée comme
combinaison linéaire de gaussiennes indépendantes {&, }m>0. De plus,

(a) EW) = 0 et VW) =31 0 dm()? = Yoo dm(t)? =t quand n — oo.
(b) Comme W} converge p.s. donc en loi, alors sa limite W; ~ N(0,t) par le résultat i) du complé-

ment.

Plus généralement on va montrer que {W;},c(o7) est un processus gaussien de fonctions moyenne et

covariance qui vont bien.

— Pour tout 0 <ty < --- <t < T, (Wy},.. -thZ)T est gaussien, car toute combinaison linéaire
X" = Zle AW A € R, de v.a. gaussiennes {&,) }m>0 indépendantes, est gaussienne.

— Par ailleurs, comme les W} convergent p.s. vers Wy, alors X™ converge p.s. donc en loi vers X =
Zle AiWy, qui est gaussienne par ii) (avec la moyenne E(X) = lim,, o, E(X") = 0 et la variance
E(X?) = limpeo V(X™) = lim, 0 E(X™)?) = Y, A2 + >izj Aidjmin(ti, t5)). Autrement dit
(Wiyy .o, Wi, )T est gaussien.

On en conclut que {W;}cjo,7] est un processus gaussien.

Enfin on a déja vu m(t) = E(W;) = 0. Par ailleurs C(s,t) = E(W,;W;) est donné par la limite de

E(W]/W!) = Z Emdm(t) Z EmPm (s Z G (t)dm (s Z Om(t)pm(s) — min(s, t).

On retrouve bien les propriétés du mouvement brownien.

v Ce passage & la limite licite, on peut vérifier que E(|W]WI — W W|) — 0 donc E(W:Ws) — C(s,t)
quand n — co. En effet par C.S., on a

E(WyW' = WiW|) <E(W W = Wil) + E((W[ Wy — Wil)

E(WWE = WiWs|) < E(W]P) B(IWE — Wal?) + E(Wa ") (W] — Wi f?).
—— N——

—t =s
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Par ailleurs

E(|Wg=Wi|?) = E(W{[*)—2E Z&n(bm 8) Y Emdm(s) | FE(WI?) = E(IW ) —2E(IW P)+E( W)

m>0
—+5—25+s5=0.
En effet, les &, sont i.i.d et centrées, alors E (anzo EmPm(8) D m>0 §m¢m(s)> =E (| X0 _o&ndm(s)?)) =
E(|[W?(?). Donc E(|WPWI — W,W|) — 0, quand n — oco.

3. Montrons les estimations d’erreur pour les séries tronquées. Soit ¢ € [0, 7. Comme V(W;) = 3°2°_ ¢y, (t)?

et VW) = 32" dml(t)2.

" = 8T o (2m 41 2T
m=n+1
car sin? (22t rt) <let Y00 (2m+1)72 < [*(2y) 2dy = £~. Comme E(¢%) = 1, on a donc

o0 2 oo
Z EmPm N’ E( Z frzn‘mei?([o,T]))?

E(IW - W"aory) =

m=n+1 L2([0,7])/ dev. du pdt. scal. + orth. m=n+1
00 )
472 T2
_ 2 _
m=n-+1 m=n-+1

2
2 2v/2T 2m+1 _ 477
car H¢mHL2([0T fo ( 2m+1)m sin (#57 Wt)) dt = Grinze-



Chapitre 3

ELEMENTS DU CALCUL STOCHASTIQUE

Considérons g : [0,T] — R de classe €' et h: [0,T] — R intégrable.

MOTIVATION @ On peut écrire I'intégrale (au sens de Riemann)
T

T T
/ h(t)dg(t) == / h(t)g' (t)dt := lim hn(t)g' (t)dt,
0 0

n—oQ 0

ou hy(t) = Z?:_ol §ily, +.,1)() est une fonction définie par morceaux t.q. fOT |hn(t) — h(t)|dt — 0 quand
n — o0o. Par analogie on aimerait définir de méme la notion d’intégrale pour

T
A Ht((U)th(LL))

ot W est un m.b.s. (de trajectoire non ¢!, c.f. TD) et oit H dénote un processus stochastique. Dans ce cas
quelle notion de mesurabilité doit on donner & H et comment définir 'intégrale ?

MOTIVATION @ Désormais, considérons

T T
I / 2
/0 o(t)dg(t) = /0 a(t)g / ¢ty = L(*(T) - %(0))

ott Pavant derniére égalité est obtenue en posant G(t) = g?(t). De la méme fagon que précédente, on souhai-

terait pouvoir calculer
T
/ WedW,
0

en posant Gy = W7.

3.1 Filtration et mesurablité

On considére par la suite (2, A, P) un espace de probabilités. On appelle sous-tribu F de A, une tribu sur 2
incluse dans A.

Définition 3.1.1 (Variables aléatoires et sous-tribus). Soit X une v.a. définie sur (Q, A) a valeurs dans (E, ).
e La variable aléatoire est mesurable par rapport & F sous-tribu de A si {X € B} € F pour tout B € E.
On dit que X est F-mesurable.
o La sous-tribu engendrée par X est notée o(X) :={{X € B}, B € £}. C’est une sous-tribu de A.

Définition 3.1.2 (Filtration). Soit I un sous-ensemble de R. Une filtration est une famille de sous-tribus,
notée {Fitier de A t.q. pour tout s,t € I avec s <t on a Fs C Fy.

Une filtration est donc une suite croissante de sous-tribus {F;}ier de A et Fy représente l'information
disponible a 'instant ¢. La filtration va nous permettre de définir une notion de mesurabilité pour un processus
X.

Définition 3.1.3 (Processus adapté). Soit X = {X;}ier un processus stochastique. Ce processus est dit adapté
a la filtration {Fi}ier, si pour tout t € I alors X, est Fy-mesurable.

On peut donc désormais définir une notion de mesurabilité de X : (¢,w) — R sur [0, 7] x 2 uniquement vis &
vis de cette information disponible & chaque instant ¢, et non plus de la "grosse" tribu produit B([0,7]) x A.
A Attention, ne pas confondre avec cette nouvelle notion de mesurabilité avec celle que nous avons introduite
dans le Chapitre 1 pour les processus stochastiques. En effet, cette derniére donne une notion de mesurabilité
pour la famille de v.a. indexée par ¢ i.e. {X;}ier & valeurs dans E'!

13
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Définition 3.1.4. Un processus stochastique X = {X;}icr est dit progressivement mesurable si pour tout
t € I, Uapplication de [0,t] x Q dans R définie par (s,w) — Xs(w) est mesurable pour la tribu produit
B([0,t]) @ Fy.

Un processus stochastique progressivement mesurable est adapté, le contraire n’est pas vrai en général.

Exemple 3.1.5 (Filtration engendrée par un processus stochastique). Soit X = {X;}ter un processus stochas-
tique. La filtration engendrée par X est définie par

g:tX = U({Xs}sel,sgt)v

pour tout t € 1. La filtration propre d’un processus stochastique X représente l'information contenue dans
lobservation de X entre les instants 0 et t. On remarquera que si 3‘}X C F; alors X est F-adapté.

Nous terminons par énoncer la définition d'un m.b.s. adapté a une filtration {F:}+>0.
Définition 3.1.6. On appelera un {F;}i>0-mouvement brownien, un m.b.s. W t.q.

o W est adapté a la filtration {F}i>o,

e pour tout 0 < s <t on a, Wy — Wy indépendant de Fy.
rCela permettra par la suite d’assurer que W; est F-mesurable. Une conséquence est que par indépendance
dans l'espérance conditionnelle (voir rappels dans la section 5.3) E(W; — W;) = E(W; — W;|F5) = E(Wi|Fs) —
W, =0 E(W,|F,s) = W;. Cest ce qu’on appelle une propriété de martingale.

On retiendra les propriétés pratiques suivantes (cf. détails Section 5.3).
1. Soit X un processus stochastique. Si Xy est F-mesurable : E(X¢|F;) = X;.
2. Soit X un processus stochastique. Si X; est indépendant de F; : E(X;|F;) = E(Xq).
3. Soit X un processus stochastique et £ une v.a. Fi-mesurable : E(§X;|F;) = EE(X|F).

3.2 Quelques éléments pour comprendre I'intégrale stochastique de Ito

Ici nous donnons une trés bréve introduction a l'intégrale stochastique au sens de de Ito, pour plus de détails
voir [1, 5] par exemple.

On considére par la suite (€2,.A,P) un espace de probabilités. On travaille avec la filtration {F;}+>0 et on
note W un m.b.s. adapté a cette filtration. On supposera que Fy contient tous les événements négligeables
(i.e. tous les A € A t.q. P(A) = 0). Enfin, on notera I =[0,7] C R.

L’objectif de ce paragraphe est de construire 'intégrale suivante

T
/ thWt7
0

pour des processus stochastiques H (dont les propriétés sont a définir pour que l'intégrale ait du sens, et soit
bien définie).

PROCESSUS PROGRESSIVEMENT MESURABLES.

Soit t =0 <t < -+ <ty, =T avec t; = iT/n. Par analogie avec la définition de l'intégrale (au sens
de Riemann) pour les fonctions réguliéres, une idée serait de construire le processus stochastique défini par
morceaux H" par

n—1
th = Zgil[ti,ti+1)(t)
=0

et de définir

n—1

T
/ HydW; = lim > &G(W,, — W),
0 n Ooi:O
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Dans la suite nous noterons
e A2(I) I'ensemble des processus progressivement mesurables t.q. f(;f E(H?)dt < oo.
e A3(I) C A?(I) contenant tous les processus stochastiques par morceaux H"™ = {H['};es t.q.
t=0<t; < ---<thp,=Tetdesv.a. &,..., -1 t.q. H = Z?;Ol §i1[ti,ti+l)(t). @

a. Cette convention est importante et correspond a l'intégrale de Ito. En effet il est possible de définir des processus
stochastiques par morceaux différemment, ce qui améne & une autre définition de 'intégrale.

Lemme 3.2.1. Un processus stochastique H™ appartient a A3(I) si et seulement silesv.a.&,i=0,...,n—1
sont dans L%(Q) et F;,-mesurables.

Démonstration. On peut se convaincre assez facilement que fOT E(H?) = Z?;()l E(&2)(tiy1 — t;) < oo si et
seulement si E({?) < oo. Par ailleurs, si et seulement si les & sont Jy,-mesurables, cela assure que H est
progressivement mesurable (voir détails [5, Lemma 10.1.3, Chapitre 10.1]). [ |

Ce lemme indique que les v.a. & qui définissent les processus H" de A%(I ) ne dépendent que de l'information
disponible & l'instant ¢; !

Définition 3.2.2 (Intégrale stochastique pour les processus de A3(I)). Pour tout H" € A3(I), on définit
l’intégrale stochastique comme

T n—1
/ HP AW, = > &(Wa,,, — Wh). (3.2.1)
0 i=0

Proposition 3.2.3. L’intégrale stochastique définie par (3.2.1) est un processus progressivement mesurable qui
satisfait les propriétés suivantes.
— (Linéarité) Pour tout \,u € R et H",G"™ € A3(I) on a

T T T
0 0 0

— (Isométrie) On a

E </OTHt”th> =0 E ((/OTH[Lth >2) = /OTE((Ht")?)dt.

La derniére égalité est appelée isométrie de Ito.

Démonstration. La linéarité est directe. Pour la propriété d’espérance nulle, on écrit

t t n—1 n—1
E </ HgdWS> =E (/ HgdWs> =E (Z & Wiy — Wti)> = E(E(&(Wiy, — Wi)|F,))
0 0 i=0 i=0
Or & est J;,-mesurable, par propriété de 'espérance conditionnelle, il vient
t n—1 n—1
E </ Hgdws> =Y E(4E (Wi, — Wi)|F)) = Y _E (GE(W,,, —Wy,)) = 0.
0 i=0 i=0

Les accroissements brownien étant indépendant de J;, et centrés, on en déduit la derniere égalité.
ZPEn fait on pourrait méme dire directement E ((Wy,,, — Wy,)|F,) = 0. Cest la propriété de martingale.
Pour l'isométrie, on écrit

i+1

t n—1
E (/O (Hg)QdW9> =E (Z gzz(Wti-»-l - Wti>2> +E Z§i£j<Wti+1 - Wti)(Wtj+1 - Wtj)
i=0 J#i
=A -y
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En procédant de méme que précédemment pour le premier terme on a

n—1

- T
<ZE (& Wiy, =W, |3‘t> ZE &E(Wh,, —W)?) :ZE(gf)h:/o E((H{)?)ds.
1=0

g

=h

Pour le second terme on utilise encore l’indépendance des accroissements par rapport a la filtration

=2 ZE fzfj Wt1+1 Wti)(Wtj+l =2 ZE 515] Wt1+1 Wti)(Wtj+1 - Wtj)‘gjti))

1<t 1<t

Or par définition de la filtration, on a S"t], C Ty, ainsi les &, & et Wy, — Wi, sont Jt,-mesurables ainsi

1
B =2k Zfifj(wtﬁl - Wtj)E(Wti+1 - Wyl3) | =0,
j<i
et par indépendance des accroissement par rapport a Fy, alors E(W;,,, — Wy, |F,) = E(Wy, , —W;,) =0. R

Nous admettrons les résultats qui suivent sans les démontrer (pour plus de détails voir e.g. [1, 5]).
Cas DES PROCESSUS A2(I) (VOIR [1]).

Désormais, on souhaite étendre cette définition aux processus plus généraux, i.e. dans A?(I). Par la suite on
équipe A*(I) de la norme || - [|z2(yy définie par

T
V) = /O E(H?)dt.

On retiendra que : pour H € A%(I) et pour peut quil existe H" € A3(I) t.q. |[H — H"|)?

HAQ(I) — 0. On définit
I'intégrale stochastique de H comme

T T
/ H,dW; = lim / H'dW;, dans L2(Q).
0

n—oo 0

Elle posséde les mémes propriétés de linéarité et d’isométrie que pour les processus de Ag (I).
CAS DES PROCESSUS Ay (I).

Il est possible de relaxer I'hypothése H € A%(I) en considérant uniquement des processus stochastiques dans
Aloc(I) et t.q.

T
VT >0 / Htht < 00, presque surement.
0

Bien sur si H € A%2(I) alors H € Ay,.(I). L'idée est ensuite de construire 'intégrale stochastique pour tout
H € Ajy(I) un processus (localisé) HM € A%(1) t.q.

/ H,dW,; = hm J(HM) presque stirement.

Les résultats de la Proposition 3.2.3 restent vrais pour Aj.(I). Attention toutefois au point 3, qui est satisfait

si de plus E( fOT H2dt) < 00.). Les preuves nécessitent la définition de temps d’arrét que nous n’avons pas
introduit dans ce cours.

3.3 Formule de Ito

Théoréme 3.3.1 (Formule de Ito pour le mouvement brownien ¢(W;)). Soit ¢ € €(R) alors pour tout t > 0
on a

(W /qﬁ s)dWs + = /(;5” s)ds, p.s., (3.3.1)
ou de facon équivalente

A6(Wi) = o (W)W, + J¢"(Wo)dr. (3.3.2)



3.3. FORMULE DE ITO 17

REMARQUES. En fait, comme ¢ € ¢ alors on a t +— ¢/(W}) et t — ¢ (W;) continues p.s. donc bornées p.s.
sur [0, 7], en particulier cela assure qu’on a bien un processus {¢'(W;)}i>0 dans Ay ([0, 7). Les intégrales
dans le membre de droite de I’équation sont bien définies.

Exemple 3.3.2. Soit W un m.b.s. adapté a la filtration {F;}1>0. Montrer que pour tout t > 0
/ WedWs = Wt —t),p
Considérons, ¢(x) = 22 on a ¢ € €*(R) avec ¢'(z) = x,¢"(x) = 1. La formule de Ito donne
1o 1_, t I t 1,
“Wi=-Ws+ | WedWs+ = | ds= [ WdW, = (W7 —1).
2 2 0 2 Jo o 2

Théoréme 3.3.3 (Formule de Ito pour le mouvement brownien ¢(t, W;)). Soit ¢ € €%?(Ry x R,R) alors
pour tout t > 0 on a

t o 1 t 82
o(t, W) = ¢(0,0) / —gb s, W) d5+/ ax¢(s,W3)dWs+2/0 @Qﬁ(s,Ws)ds, p.s., (3.3.3)

ou de fagon équivalente
2

0 0 10
—o(t, Wy)dt + %é(t Wy)dWi + =

do(t, W) = ot 2 0z 2¢(

t, Wy)dt (3.3.4)
Exemple 3.3.4. Soit S le processus défini par Sy = Sy exp((u — 50’ Dt + oWy), montrer que pour tout t > 0
dSt = ,LLStdt + O'Stth.

Considérons, ¢(t,x) = Spexp((u— 302)t +ox) on a ¢ € €V2(Ry x R, R) avec p(t, ) = (n— 302)d(t, 2),
0:0(t,x) = o¢(t,x), 02,0(t,x) = a%d(t,x). La formule de Ito donne ainsi pour Sy = ¢(t, Wy) :

1 1
dSy = de(t, W) = (p — 502)¢(75, Wy)dt + ¢ (t, Wy)dW, + §U2¢(75, Wi) = pSidt + 0 Si dWy, p.s..
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CHAPITRE 3. ELEMENTS DU CALCUL STOCHASTIQUE



Chapitre 4

REPRESENTATION PROBABILISTE DES EDP : EXEMPLE DE L’EQUATION DE LA CHALEUR

4.1 Un résultat formel

Dans le paragraphe qui suit, nous allons faire le lien (de fagon assez formelle) entre I’équation de la chaleur
1D (en domaine non borné) et un mouvement brownien. Nous considérons dans le cas mono-dimensionnel.
Soit W un m.b.s. et x € R donné. A l'instant ¢t > 0, la variable aléatoire x + W; est de loi gaussienne de
moyenne x et de variance t. Ainsi sa densité de probabilité est donnée par

exp <_W> . yeR.

2t

1
g(y;t,x) = NGET

Par ailleurs un calcul direct donne

buglyita) = _;ﬁexp(_@;ﬁ%J%@—;)?exp(—w),

- (- (5.

et
(y — ) (y — 2)?
8m ;ty - - 9
9(y;t,z) 5o O 5
alnsi
1 (y—x)*\ |, (y—x)? (y —x)?
92 gly;t,z) = — - —L ) = 20,9(y;t, ).
wo9(Y3 t, ) 53 &P ( o )T s O 5 ig(y; t, x)

Pour toute fonction f : R — R mesurable et bornée il vient
1 2
Ratg(y;t,l')f(y)dy = 5 Rang(y; t, x)f(y)dy,

en notant u(t,z) = E(f(z + W;)) = [ 9(y;t, ) f(y)dy, on obtient en appliquant le théoréme de dérivation
des intégrales & paramétres de Lebesgue la relation

duult,z) — %agxu(t,x), WO(@) = f(x). (4.1.1)

Notons que pour t — 0T, on a la loi normale impropre ot la densité de probabilité coincide avec la mesure
de Dirac au point zx i.e.

lim g(-;t,x) = 0.
t—>0+g( ) *

4.2 Une premiére formule de Feynman-Kac

Etant donnée f : R — R, considérons le probléme de Cauchy suivant, associé a I’équation de la chaleur :

wos — (4.2.1)

19

{ duu(t,z) = 30%u(t,2),t>0, z€R,
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Proposition 4.2.1 (Feynman-Kac pour la chaleur). Soit f € €°(R). Supposons qu’il existe une solution
u € €42([0,T) x R,R) du probléeme de Cauchy défini par (4.2.1) telle que, pour tout t € [0,T] et z € R on
art

(Owu(z, WF))sefo,r € A*([0,2)),

S

alors pour tout (t,z) € [0,T] x R, la solution s’écrit
u(t, z) = E(f(Wy)).

Ieo WZ, t.q. W =W+ x, est le processus brownien de C.I. non nulle, i.e. partant x & l"instant t = 0.

Démonstration. Pour t > 0 fixé et s € [0,¢]. On peut appliquer la formule de Ito au processus
sz :¢(87st) :u(t_&st)

car ¢ suffisamment réguliére par propriétés de u et AW = 0ds 4+ dWy avec Wi’ = x. Alors on a

1
AY; = Dsp(s, W )ds + Da(s, W) - AW, + S 07,6(s, WE)ds,

= <_W+ dpu(t — s, WE) - AW, +M

Cependant par 'EDP, on peut annuler un certain nombre de termes, ce qui donne
dYs = Ou(t — s, W) - AW

En intégrant par rapport & s de 0 & ¢ on finit par obtenir

t
Yt—Y():/ Opu(t — s, WZ) - dW;
0

= fWV) —ult, ) = /Ot Opu(t — 5, W) - dWs = u(t, x) = E(f(W)).

on note que l'intégrale stochastique a droite a du sens par les hypothéses sur le gradient. On déduit le résultat
en prenant 'espérance et en utilisant les propriétés de l'intégrale stochastique. Ici Yy = u(t — ¢, W) =
ug(WiF) = f(WE) ou Wi =Wy +x = . [ |

REMARQUES.
— Il faut remarquer qu’on vient conditionner ’espérance en imposant que le processus démarre de x
autrement dit W;* = W; + x ou encore u(t,z) = E(f(W)|Wg§ = z).

— M Attention, ce n’est pas un théoréme d’existence, mais simplement une propriété de la solution pro-
bléme de Cauchy qui admet une représentation probabiliste pour peu que celle-ci soit suffisamment
réguliére !

— On peut généraliser (voir TD) ce résultat en introduisant un terme de dissipation dans I’équation i.e.
Ou = %(ﬁmu — ku avec k est bornée. Dans ce cas on obtient

u(t,z) = E <f(Wf) exp <— /Ot k(Wg)ds» .

— Pour faire le lien entre ’équation de la chaleur et le mouvement brownien on a utilisé la densité de
x + Wy qui est explicitement donnée par une gaussienne. Dans le cas général, il est possible de faire
le lien EDP-EDS par le biais de processus de diffusion régit par une EDS voir e.g. |1, 2, 5].
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4.3 Stratégie numérique

Imaginons que l'on veuille calculer une approximation de w solution de (4.2.1) admettant la représentation
probabiliste suivante

u(t, z) =E(f(W)),

pour (t,x) € Ry x R. On peut combiner une méthode de MC avec méthode de simulation adéquate pour
simuler les trajectoires du mouvement brownien W.

APPROXIMATION.

Soit un maillage uniforme 0 = tg < t1 < -+ < ty = T de [0,7T], t, = nAt,n = 0,1,... et At = %, le
mouvement brownien W7 est approché par Wtz’At t.q. la v.a. Wtffl At W7 en tout instant ¢,. W7 est le
brownien simulé & l'instant ¢, par une des méthodes introduites au Chapitre 1.

?On peut interpréter la trajectoire du processus discret comme une facon de discrétiser en espace.

Pour calculer une approximation de u(t, z) on écrit
u(t,x) ~ u™ (b, z) = E(fW),

Puis on calcule 'estimateur u4f (¢, z) de u(t,r) en estimant l'espérance via un MC

Wt.’b At m) )

Mz

E(f(W;2)

m:

ot W2 (w,,) est la m-ieme réalisation W4,

ERREUR D’APPROXIMATION.
L’erreur que l'on commet en utilisant cette méthode est la suivante

u(t,z) — upf (t,x) = E(f(W7)) — B(F(WSE)) + B(F (W) - Z E(f (W5 (win)) -

erreur d’approximation de W

erreur statistique

Il y a deux niveaux d’approximation introduisant deux types d’erreurs :
— T'une qui introduit une erreur statistique du au nombre de réalisations effectuée, mais qui converge
par la loi des grands nombres quand M — oo.
— lautre qui est liée a4 I’ erreur de discrétisation pour le processus W, qui est sensée décroitre lors que
At — 0.
En pratique, I'idée est de choisir de facon optimale At, M pour que les deux types d’erreur que I’on commet
soient du méme ordre !

VERS DES METHODES DE SIMULATION "PROBABILISTES"

On peut alors s’interroger sur I'intérét de cette approche par rapport & une méthode de résolution déterministe
par schéma de discrétisation de type EF, VF, DF...

Méthodes déterministes H Méthodes de type Monte Carlo

v Evaluation globale de la solution Evaluation ponctuelle (regression, interpolation)
v/ Convergence liée & At, Ax Convergence lente M.C.

v/ Maillage fin v Convergence inconditionnelle

Grande dimension (cond., CFL, mal. dim.) || v'Complexité ~ pour le linéaire en grande dimension
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Un méthode probabiliste ne permet que d’accéder & des valeurs ponctuelles de la solution et non dans sa
globalité (il faut alors envisager une reconstruction globale via une méthode d’interpolation ou de moindres
carrés). Par ailleurs, la méthode de MC peut converger trés lentement en fonction de M en effet dans ce cas
Perreur au carré se comporte comme V(u4f(x,t))/M et elle dépend de surcroit de la variance de I’estima-
teur. On peut introduire des méthodes de réduction de variance : méthode d’échantillonnage antithétique,
méthodes adaptatives (voir [2]) ou encore des méthodes de MC multi-niveaux.



Chapitre 5

NOTATIONS ET CONVENTIONS

5.1

5.2

5.3

Abbréviations

v.a. : variable aléatoire

i.1.d : indépendantes et identiquement distribuées
m.b.s. : mouvement brownien standard

p.S. presque stirement

p.p. presque partout

Notations

(Q, A, P) espace de probabilité avec Q univers, M tribu et P mesure de probabilité.
1/2
Etant donnés z,y dans R, ||z| = (Zle a:?) est la norme canonique de z induite par le produit
scalaire (z,y) = Zle Y.
1/2
Etant donnés A, B dans R"*"™, ||Al|r = (Z?:l Py A?j) est la norme de Frobenius de A induite
par le produit scalaire (A, B)p = > 21", 37" A Bjj.

X v.a. de loi £(0) est noté X ~ L(0).
Une suite de v.a. {X,}n>0 convergente en loi vers £(6) est notée X,, ~ L(f). Soit X ~ £(€) on

n—oo

. . L
note aussi la convergence en loi X,, — X.
n—oo

Une suite de v.a. {X,,},,>0 convergente en probabilité vers X est notée X, L X.
- n—oo

. , .S.
Une suite de v.a. {X,,}n,>0 convergente presque surement vers X est notée X, %o x.
- n—oo

. , L2
Une suite de v.a. {X,, }n>0 convergente presque en moment d’ordre 2 vers X est notée X,, — X ou
- n—oo

de fagon equivalente E(|| X,, — X||?) — 0.
n—0o0

Tribus, variables aléatoires et espérance conditionnelle

Soit 2 un ensemble et F un ensemble de sous ensembles de §2 est une tribu sur € si :
— 0 c3g,
— siAeFalors Q\ A €T,
— si {Ap}n>1 € F alors Up>14,, € 3.

Une sous-tribu € de & est une tribu telle que € C &F.

Soit (£2,A,P) un espace de probabilité ot  est un ensemble, M une tribu définie sur €2 et PP une mesure de
probabilités. Une variable aléatoire (v.a.) & valeurs réelles X : (2,.,4) — (R%, B(R?)),d > 1, est une fonction
mesurable c-a-d que pour tout borélien B € B(R?) I’ensemble

X YB)={weQ X(w) e B}

aussi noté {X € B} appartient & M. On note E(X) I’espérance de X définie par

Mm:/Xﬂ.
Q
23
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La tribu engendrée par X est la tribu notée o(X) définie par
o(X)={X e B,BeBRY)}cM

c’est la plus petite sous tribu de M rendant X mesurable.

Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles définie sur espace de probabilités (Q2, A,P) et F C M une
sous tribu. On suppose que X est intégrable, i.e. E(|X|) < oco.

Alors Pespérance conditionnelle de X par rapport a la tribu F est la variable aléatoire Y F-mesurable t.q.
E(XU) =E(YU) pour toute v.a. U F — mesurable.

On note la variable aléatoire Y = E(X|F). On rappelle les propriétés de 'espérance conditionnelle par
rapport a la sous tribu F C M. et pour tout variable aléatoire X.

1. E(E(X]9)) = E(X).

2. Pour tout a,b réels on a E(aX + bY'|F) = aE(X|F) + bE(Y|TF).

3. Si € C Falors E(E(X|F)|E) = E(XIE) et E(E(X|E)|F) = E(X]E).

4. 81 X <Y p.s. alors E(X|F) <E(Y1]9).

5. Si X est une variable aléatoire intégrable et indépendante de F alors E(X|F) = E(X).

Par ailleurs, étant données deux variables aléatoires X, Y définies sur (2, A, P). On définit ’espérance condi-
tionnelle de Y par rapport a X comme l'espérance conditionnelle de Y par rapport a la tribu o(X) i.e.

E(Y]X) = E(Y|o(X)).

Les propriétés précédentes sont toujours vérifiées et on a pour tout Z o(X )-mesurable,
1. E(Z|X)=E(Z|o(X)) = Z.
2. E(ZY|X) =E(ZY|o(X)) = ZE(Y|o(X)).
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