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Chapitre 1

MOUVEMENT BROWNIEN

1.1

Généralités sur les processus stochastiques

Dans ce chapitre, on donne les définitions principales concernant les processus stochastiques nécessaires a la
compréhension du mouvement brownien, pour plus de détails voir e.g. [1].

1.1.1

Dans

Définitions

la suite on notera (€2, A,P) un espace de probabilités.

Définition 1.1.1 (Processus stochastique). Soient I C R et (E, &) un espace mesurable. Un processus sto-
chastique & valeurs dans E est défini sur I x Q par

X: IxQ — FE
(t,w) — X(t,w)=Xt(w).

Par la suite, comme pour les variables aléatoires (v.a.), la dépendance en w sera omise.

On notera

Un processus stochastique comme {X(¢),t € I} ou encore {X;}+es voire plus simplement X.

Le paramétre t est appelé temps.

L’espace E est appelé 1’espace d’états. En particulier, si (E, ) = (IN,P(IN)) on parle de processus a
valeurs entiéres ou si (F, &) = (R, B(R)) on parlera de processus a valeurs réelles.

I est un ensemble d’indices (intervalle, ou ensemble fini ou dénombrable). Si I est dénombrable (e.g.
I = IN) on parle de processus a temps discret ou suite aléatoire. Si [ est un intervalle de R (i.e.
I =10,T],T >0 ou I =R4) on parle de processus & temps continu ou fonction aléatoire.

Etant donnés s < t de I, la différence X; — X, est appelée accroissement du processus. Le processus
X est dit a accroissements indépendents si pour tout n € IN* et tout (¢1,...,t,) € I" les variables
aléatoires Xy, — Xo, Xy, — X4,,..., X4, — Xy, , sont indépendantes.

Définition 1.1.2 (Trajectoire d’un processus stochastique). Pour w € Q donné, la trajectoire d’un processus
stochastique {X;}ier est la fonction déterministe X (-,w) de I dans E donnée par t — X (t,w) pour tout

tel.

Exemple 1.1.3.

1.

(nombre naissances) Le nombre de naissances sur une période [0,T] est un processus stochastique N
a temps continu défini sur I = [0,T) et a valeurs entiéres H = IN. Le processus de Poisson permet de
modéliser une telle situation en partant de No = 0 alors Ny ~ P(At), A > 0.

(marche en temps) Une marche en temps X définie comme la somme des v.a. réelles {&; }i>o auzx instants
ti de T = {to,t1,...,tn,...} est un processus a temps discret et a valeurs réelles Xy, = ngi &, ot
t; e T.

Définition 1.1.4 (Processus stochastique & trajectoires continues). Soit I C R un intervalle. Un processus
stochastique {Xi}ier G temps continu est dit a trajectoires continues si la fonction t — X (t,w) est continue
pour tout w € €.

REMARQUE. D’autres définitions de la continuité sont possibles, par exemple on ayant une continuité
presque sirement (i.e. p.p. w € ) ou encore continuité en moyenne quadratique (voir e.g. [4, §5.5]).

Exem

1.

ple 1.1.5.

Le processus de Poisson n’est pas a trajectoires continues (fonction en escalier).
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1.1.2 Mesurabilité

On pourra utiliser les deux definitions suivantes du processus stochastique.
Définition 1. Une variable aléatoire a valeurs dans E, pour t € I donné : X; : w — X (t,w).
Définition 2. Une variable aléatoire & valeurs dans E' (applications de I dans E) : X : w — (X (t,w))ser-

pour peu que les notions de mesurabilité soient aussi bien définies, en particulier pour EL.

Définition 1.1.6 (Tribu produit). Pour k > 1, t1,...,tx € I et By,..., By € &, l’ensemble
C(tl, ce ,tk;Bl, R ,Bk) = {(l't)tel € EI,.’IJtZ. € Bl,Z = 1, .. .,k},

est appelé cylindre. La tribu produit definie sur E' est notée E21, et correspond & la plus petite tribu sur BT
contenant toutes les cylindres.

Lemme 1.1.7 (Définitions équivalentes). Soit {X;}icr, une famille de fonctions (v.a.) Xy : Q@ — E. La
fonction de 2 dans E Xy : w— X (t,w), pour tout t € I est mesurable pour la tribu € pour € si et seulement
si la fonction de Q dans BT X : w > (X (t,w))er est mesurable pour la tribu produit €% := @, €.

Le lemme précédent, nous assure donc que les Définitions 1&2 du processus X sont équivalentes.

1.1.3 Loi de probabilité

A la lumiére des définitions précédentes, on peut désormais (au méme titre que pour les v.a.) se poser la
question de la définition de la loi d’un processus aléatoire.

Définition 1.1.8 (Loi d’un processus aléatoire). On appelle loi du processus aléatoire X la mesure de proba-
bilité¢ Px définie sur €21 par

Py(A):=P(X € A), Aec &%
La loi de X est déterminée par ses marginales fini-dimensionnelles i.e. la lois des vecteurs (X, ..., Xt,)
avec k> 1 etty,...,t, € 1.

Nous donnons dans la suite diverses definitions permettant de comparer deux processus en terme de loi et
indépendance.

Définition 1.1.9. Soient X = {X;}ier et Y = {Yihes deux processus stochastiques définis sur un méme
espace de probabilité (Q, A, P).

i) Supposons I = J, les processus X et'Y sont égaux en loi (au sens de l’égalité en loi des lois marginales

fini-dimensionnelles [1]), si pour tout entier k € IN* et tout (t1,...,tx) € I™, les vecteurs aléatoires
(Xiy,. -, Xy,) et (Yo, ..., Ys,) ont la méme loi dans E*. Plus précisément, pour tout B € €® -+ ® &

k times
on a

P(Xt,,...,Xt,) € B) =P((Yy,,...,Y:,) € B).

ii) Les processus X et'Y sont indépendants si et seulement si (X ,...,Xy,) et (Ys,...,Ys, ) sont indé-
pendants pour tout n,ty,...,t, et m,s1,...,Sm. i.e. tous les vecteurs de dimension finis extraits de X

et Y sont indépendants .

1.2 Les processus gaussiens

Avant de donner la définition des processus gaussiens, nous donnons quelques définitions générales sur les
processus du second ordre.

1. En effet, cela est intiment lié & la définition de la tribu produit. Voir [1, §1,2] pour plus de détails.
2. Cela signifie en d’autres termes que les tribus générées par les processus o(X¢,t € I) et o(Yz, t € J) sont indépendantes

[1, §1].
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1.2.1 Processus du second ordre

Définition 1.2.1 (Processus du second ordre). Un processus stochastique est dit d’ordre 2 ou du second ordre
si pour tout t € I on a X; dans L2(2) *. On désigne par

— m: I — R la fonction moyenne donnée par m(t) = E(Xy),

— C:1Ix1I— R la fonction covariance donnée par C(s,t) = cov(Xt, Xs) = E(X: Xs) — E(X)E(X5).

Définition 1.2.2 (Fonction de type positif). Une fonction C : I x I — R est dite de type positif (ou positive)
st pour tout n € IN*
V(z1,...,20)7 €R™ et Y(ty,...,ty) € I"

on a

i Zn:ij(ti, t;) > 0.

i=1 j=1

Exemple 1.2.3. Soit X un processus de second ordre, alors
— C est symétrique car C(s,t) = cov(Xy, Xs) = cov(Xs, Xi) = C(t, s),
— C est de type positif en effet pour (x1,...,2,)T € R et (t1,...,t,)T € I" on a

ZZmlmJ (ti t5) szll'jCOV(Xt , Xt;) ZZ (23 X,) (2 Xy;)

i=1 j=1 1=1 j=1 =1 j=1

n n n 2 n

=3 E(wiXy,)E(z; X)) (Z Xy, ) -E (Z a:iXti) =V <Z J:Z-XtZ) >0
i—1 j=1 i=1 i=1

1.2.2 Loi normale et vecteurs gaussiens

Dans cette partie nous discutons un exemple qui aura une importance capitale par la suite : les processus
gaussiens. On rappelle pour commencer, quelques propriétés sur les variables et vecteurs gaussiens.

Une variable aléatoire X € R est dite gaussienne ou suit une loi normale, si il existe u € R et o # 0 tels que
sa densité de probabilité p : R — R est donnée par

p(z) = \/2;7 exp (_@2_05)2) rER,

et sa fonction caractéristique ¢ : R — C est définie par

o242
o(t) = E(exp(itX)) = exp (iut) exp (—;) teR.

On notera X ~ N(u,0?). De plus I'espérance est E(X) = u et la variance V(X) = o2. Plus généralement,
(2K)! 2k

X € LP(Q),p > 1. Les moments centrés sont nuls pour ¢ = 2k+1 et pour ¢ = 2k on a E(| X — u|?) = SR O

k> 1.

Proposition 1.2.4. La v.a. X est la translation et la dilation d’une gaussienne standard G ~ N(0,1) ¢
X = pu+ oG pour tout p € R,0 € R*.

Démonstration. Voir ci-dessous pour le cas général. |

On considére désormais, des variables aléatoires (vecteurs aléatoires) X a valeurs dans R", n € IN*, équipé
du produit scalaire canonique noté (-, -) de norme associée || - ||.

1. Un vecteur X est dit gaussien ou suit une loi normale multivariée si toute combinaison linéaire de ses
composantes (X, \) = 3" A X; (avec A = (A1,...,A,)T € R™) est une variable aléatoire gaussienne.

3. L’espace de Lebesgue LP(Q2) des variables aléatoires réelles de moment d’ordre p > 1 fini pour la mesure de probabilité P
est noté LP(Q, A, P) = L*(Q) := {X; [, [ X (w)[|?dP(w) < oo}
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2. Un vecteur gaussien est charactérisé par p = (u1,...,u,)? € R™ et la matrice ¥ € R™ "™ symétrique
et définie positive. On notera X ~ N(u,X) et sa densité de probabilité p : R — R est donnée par

_ 1 B el 29 i et ) 2 WY
p(x)—(%)n/z\/m p( 5 > €R™

Sa fonction caractéristique ¢ : R® — C est définie par

() = Elexplitt, X)) = exp i) exp (50,50 ). e B,

avec u € R™ et ¥ € R™ ™. On notera X ~ N(u,X). La matrice ¥ est la matrice de covariance du
vecteur gaussien t.q. ¥ = (cov(X;, X;))1<ij<n et p = E(X) = (E(X1),...,E(X,))T est Pespérance de
X.SiE(X) =0, le vecteur X est dit centré.

De facon générale un vecteur gaussien s’obtient par le biais d’une transformation affine d’une vecteur gaussien
dont les composantes sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites i.e. de loi N(0, I,,).

Proposition 1.2.5. Soient k,n € IN* et X un vecteur gaussien de loi N(0,Iy). Etant donnés p € R™ et
L e R™*. Alors u+ LX ~ N(u, LLT).

Démonstration. On calcule la fonction caractéristique de Y = m + LX. Pour tout ¢t € R™ on a
pv(t) = Elexp(ift,Y))) = E(exp (ilt,m + LX))) = exp (i(t, m) E(exp (it, LX),
1
— exp (ilt,m)) E(exp (((L7t, X))) = exp (i(t, m)) exp (—2<LTt, L) )
ox (LTt)

—%@e, LITH).

— exp (i(t,m)) exp

donc Y ~ N(m, LLT). [ |

1.2.3 Processus gaussien

Définition 1.2.6. (Processus gaussien) Un processus stochastique X = {Xi}ier a valeurs réelles de second
ordre est appelé processus gaussien si (Xy,,..., Xy, ) est gaussien, pour tout (t1,...,t,) € I, n € IN*.

La loi d'un processus gaussien {X;}icr est complétement caractérisée par sa fonction moyenne m : I — R
et sa fonction covariance C : I x I — R. En particulier, on a que la matrice de covariance vérifie ¥ =
(C(ti, tj))1<i,j<n et elle définie positive car c’est un processus du second ordre!

Exemple 1.2.7. Exemple de processus Gaussiens du second ordre centrés m(t) = 0.

— Processus d’Orstein-Uhlenbeck : C(s,t) = exp(—‘t_Ts‘).

— Bruit blanc : C(s,t) = ds(t).

— Mouvement brownien ou processus de Wiener : C(s,t) = min(s,t).
Le mouvement brownien posséde d’autres propriétés : comme celle de Markov qui assure qu’il est aveugle
de ce qui se passe avant t; (et est méme indépendant) ou d’inversion en temps (cf. [2]), mais surtout des
propriétés de Martingale utiles pour la construction de l’intégrale stochastique (voir cours A. Falcd).

1.3 Bref historique

Dans ce paragraphe nous donnons un bref historique de I'apparition du mouvement brownien (aussi appelé
processus de Wiener) et de la théorie du calcul stochastique qui en a découlé.
— En 1827 : le naturaliste botaniste écossais Robert Brown (voir figure ) décrit le comportement
erratique de particules en suspension dans un gaz ou un fluide par un processus stochastique appelé
le mouvement brownien.

4. C’est une conséquence de ’égalité en loi.
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— En 1901 : le mathématicien frangais Louis Bachelier (voir figure ) introduit dans sa thése intitulée :
« Théorie de la spéculation » le premier modéle mathématique du mouvement brownien appliqué a
des modéles financiers.

— En 1905 : Albert Einstein (voir figure ) utilise le mouvement brownien pour décrire le mouvement
d’une particule physique. Il montre que la densité de probabilité de la particule d’étre a4 une position
donnée & un temps donné est une densité gaussienne (i.e. la densité du m.b.s. au temps t), solution
fondamentale de I’équation de la chaleur.

— En 1923 : 'américain Norbert Wiener (voir figure ) donne une premiére définition mathématique
rigoureuse du mouvement brownien en construisant une mesure de probabilité sur I'espace des fonc-
tions (continues) réelles. En d’autres termes, il définit le mouvement brownien comme un processus
aléatoire (& trajectoires continues), c’est a dire une famille {W;;¢ € R} de variables aléatoires sur
un espace de probabilités (2, A, P) (telle que 'application t — W;(w) est continue pour tout w € Q).
C’est pour cela qu’on appelle aussi le mouvement brownien : processus de Wiener. Wiener s’est aussi
intéressé a la régularité des trajectoires t — W, de ce processus. Les trajectoires du Brownien sont
continues mais non dérivables! Wiener définit également l'intégrale par rapport au mouvement brow-
nien qu’on appellera plus tard U'intégrale de Wiener. C’est le point de vue de Wiener que nous allons
adopter dans la suite de ce cours.

— Dans les années 50 : les travaux du mathématicien japonais Kiyoshi Ito (voir figure ) permettent
d’étendre les outils du calcul différentiel au mouvement brownien, c¢’est 'apparition du calcul stochas-
tique (intégrale d’Tto, formule d’Ito...). En paralléle le mathématicien frangais Paul Lévy (voir figure

) met aussi en évidence de nombreuses propriétés sur la trajectoire du mouvement Brownien.

Robert Brown (1773 - 1858) Louis Bachelier (1870 - 1946) Albert Einstein (1879 - 1955)

Norbert Wiener (1879 - 1964) Paul Lévy (1886 - 1971)  Kiyoshi Ito (1915 - 2008)

FIGURE 1.3.1 — Chercheurs ayant contribué a la construction du mouvement brownien. (Photos from Wiki-
media Commons, the free media repository.)

1.3.1 Définitions

Dans cette partie on considére mouvement brownien en dimension 1 (i.e. d = 1).

Définition 1.3.1 (Mouvement brownien standard en dimension 1 ). Un mouvement brownien standard (m.b.s.)
ou processus de Wiener est un processus stochastique, a temps continu et a trajectoires continues, noté W
ou {Witier, @ valeurs réelles TEL QUE

1. Wy =0,
2. tout accroissement Wy — Wy, 0 < s < t, suit une loi gaussienne centrée de variance (t — s),

8. pour tout 0 =ty < t1 < to < -+ < t, les accroissements {W,gijL1 —W4,,0 <i <n—1} sont indépendants.
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A Tlinstant ¢, W; est une variable aléatoire gaussienne de moyenne E(W;) = 0 et de variance E(W?) = t qui
croit avec le temps. Ainsi on peut vérifier que W; est une v.a. comprise dans l'intervalle [—1.96v/%,1.961/1]
avec une probabilité de 95% voir Figure . En effet comme % ~ N(0,1) alors P(|%] <1.96) =0.95

P(—1.96vt < W; < 1.96/t) = 0.95.

Mouvement brownien Standard

— +1.96sqrt(t)

el SRRV L B 3 b ATy
ol u,.,_-ﬂ..;,;.‘ L SRS R
01 RO RE N DR 2 I
of A r ‘-_..: - ""'.'“M W

=,

FIGURE 1.3.2 — Trajectoires du mouvement brownien.

REMARQUE.
1. Les trajectoires de W ne sont pas dérivables p.s. (voir TD).

2. Les trajectoires de W ne sont pas monotones p.s..

Théoréme 1.3.2. Le mouvement brownien existe.

On peut considérer une preuve constructive de l'existence du mouvement brownien & la Wiener. Cette
approche que l'on utilise aussi numériquement s’appuyant sur des séries de Fourier ou décomposition de
Karhunen-Loéve. Notons qu’il existe d’autres constructions : due & Kolmogorov, ou encore Donsker en inter-
prétant le m.b.s. comme la limite d’une marche aléatoire (cf. TP).

On donne désormais une définition équivalente du m.b.s. .

Proposition 1.3.3 (Définition alternative du mouvement brownien). Un mouvement brownien standard (m.b.s.)
ou processus de Wiener noté W est un processus gaussien centré d’espérance m(t) = E(W;) =0 et de fonc-
tion de covariance C(s,t) = cov(Wy, W) = min(s,t), s,t € Ry.

Démonstration.
1. Comme W; ~ N(0,t) alors E(W;) = 0 et C(t, s) = cov(Wy, Ws) = E(W; W) ainsi
— sit=s, C(t,t) = E(W?) =t = min(s, t), en remarquant que E(W?) = V(W;) + E(W;)? = ¢
— sit#savec s<tona

E(W,W,) = E(W; — W)W, 4+ W2) = E(W; — W) (Ws — Wo)) + s,
= E(W; — WH)E(Ws; — Wp) +s = s = min(s, t).

=0

car Wy — W, Wy — Wy indépendants et centrés. On remarque d’ailleurs que par définition la fonction
covariance est bien symétrique. On a un processus de second ordre.

2. Introduisons la séquence des accroissements {W;, — W, ,,1 < i < n}. On va montrer que
(Wiys ..oy Wy, )T est gaussien.
Par définition du mouvement brownien on a (Wy, — Wy,,...,W;, — W, )T est un vecteur gaus-
sien, dont les composantes sont indépendantes ainsi Wy, — Wy, | ~ N(0,¢; — t;—1) et (Wy, —
Wigys s Wi, = Wi, )T ~N(0,%) avec ¥ = diag(t1 — to,...,tn — tn_1) € R™™.



1.3. BREF HISTORIQUE 7

Notons T' la matrice de R™*™ triangulaire définie par

1 000

1 1 00
T=1 ...

1 11

1 111

Ona (Wy,....W, )T =TWy, — Wy, .\ Wi, — Wy, )T
Ainsi par lemme du cours (Wy,,..., Wy, )T ~ N(0,TDTT). Ce qui prouve que W est gaussien et
il est caractérisé par ses fonctions moyenne et covariance.

Nous énongons désormais quelques propriétés des trajectoires du mouvement brownien.
Proposition 1.3.4. Soit W un m.b.s., le processus X défini comme il suit est aussi un m.b.s. .
i) (Symétrie) X = —W,
ii) (Propriété d’échelle) Xy = %Wczt, pour ¢ % 0,t > 0,
iii) (Retournement du temps) Xy = Wr — Wr_y pour t € [0,T],T > 0.

Démonstration.

Par construction, tous les processus considérés sont des processus gaussiens (on effectue uniquement des
transformation du temps et des combinaisons linéaires).

Il reste donc a vérifier que leur fonction de covariance vérifie C'(s,t) = min(s, t) pour tout s,t € I.

i) On a directement C(s,t) = Cov(Xy, Xg) = Cov(—Wy, = W) = min(s, t).
ii) Comme C(s,t) = E(WfWE) = SE(W,2,We,) = 5 min(c?t, ¢2s) = min(t, s).
iii) On a
O(s,1) = B(X,: Xs) = E (Wr — W) (Wr — Wr_y)) = E(W2) — E(Wp_,Wr)
—EWrWr_ )+ EWpr_sWp_) =T —(T—5)— (T —t)+min(T —s,T —t) = t+s—max(s,t) = min(s, ),
en utilisant que C(s,t) = cov(Ws, W) = E(W;W;) (car W de moyenne nulle).
|

Le mouvement brownien posséde d’autres propriétés : comme celle de Markov qui assure qu’il est aveugle de
ce qui se passe avant o (et est méme indépendant) ou d’inversion en temps , mais surtout des propriétés de
Martingale utiles pour la construction de l'intégrale stochastique (voir e.g. [1, 2]).

1.3.2 Variantes du mouvement brownien

Définition 1.3.5 (Mouvement brownien d-dimensionnel standard). Un mouvement brownien d—dimensionnel
standard est un processus noté {W}icr, @ valeurs dans R? en temps continu et & trajectoires continues t.q.
W= ((W),...,(Wa))T ou les {(Wi)i }ier,. sont des m.b.s. indépendants pour tout 1 <i < d.

Définition 1.3.6 (Mouvement brownien ayant une valeur initiale non nulle). Un mouvement brownien {X;}ier,
1ssu de X est un processus de la forme X; = Xo + Wy avec Xy indépendant de Wy.

On peut aussi considérer Xg = x une C.I. déterministe.

Définition 1.3.7 (Mouvement brownien avec dérive ou arithmétique). Un mouvement brownien {X;}ier,
issu de X, de dérive b et de coefficient de diffusion o est un processus de la forme Xy = Xo+ bt + oW} avec
Xo indépendant de W;.

REMARQUE. Dans la derniére définition, on appelle aussi {X;}cr, mouvement brownien arithmétique.
C’est un processus & accroissements indépendant, stationnaires et gaussiens mais non centrées en effet

E(X;) = E(Xo) + bt.
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1.4 Simulation du mouvement brownien

L’objectif de cette partie est de simuler une réalisation d’'un mouvement brownien standard.

1.4.1 Discrétisation en temps

Considérons un m.b.s. W = {W;};>0, on veut simuler W sur U'intervalle de temps I = [0, 7. Pour cela, on

se donne un maillage uniforme contenant N + 1 points 0 = tg < t; <ty < --- <ty out; = iAt et At = %

On simule une réalisation de W aux instants ¢; de fagon a obtenir le vecteur W = (Wy,, ..., Wi, )T (rappel
Wi, = 0). On verra comment calculer W par la suite par différentes stratégies.

Afin de construire une approximation "globale" W4t de W pour tout t € [0, T'] on peut par exemple construire
un interpolant aux points {W,, ..., Wi, }.

APPROXIMATION Py PAR MORCEAUX

Le processus approché {WtAt}te[()’T] est constant par morceaux et défini par
WSAt:Wt“ se[ti,tHl),ie{O,...,N—l},

de cette facon on a Wt?t = W;, et WA est seulement continu & droite.

APPROXIMATION P; PAR MORCEAUX

Le processus approché {WtAt}te[O,T] est continu et affine par morceaux et défini par

s — 1t s —tim .
WSAt = Tthti+1 - T:_Wt“ s € [t’iati+1]7l € {07"'aN_ 1}

On s’intéresse désormais aux calcul de la séquence WV,

1.4.2 Méthode de Cholesky

Cette méthode permet de simuler les trajectoires de tout processus gaussien centré et en particulier le m.b.s..
Avant de rentrer dans les détails, rappelons le résultat sur la décomposition de Cholesky d’une matrice sy-
métrique définie positive (voir [6, p.80-81]).

Théoréme 1.4.1 (Décomposition de Cholesky). Soit A une matrice réelle de taille n X n, symétrique et définie
positive. Alors il existe une unique matrice triangulaire inférieure L de taille n x n dont les coefficients
diagonauzx sont tous positifs telle que A = LLT

On proceéde de la fagon suivante.

1. Pour simuler un processus gaussien centré noté X aux instants t1,...,¢ty on introduit sa matrice de
covariance Y € RV*YN définie par ¥;; = cov(Xy,, Xt,),1 < 4,j < N (définie positive) de coefficients
donnés par

Yij = cov(Wy,, Wy;) = min(t;, t;) = — min(s,j),1 < 4,5 < N.

2. Puis on calcule L la matrice de factorisation de Cholesky donnée par ¥ = LL”.

3. Etant donnée un vecteur gaussien centré réduit Z de taille n t.q. Z ~ N(0, Id) alors LZ a la méme loi
que (X, ., Xiy) ~ N(0, LLT) par la Proposition . La méthode est résumée dans I’ Algorithme
et une trajectoire du brownien obtenue par ce biais est tracée sur la Figure
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1.4. SIMULATION DU MOUVEMENT BROWNIEN

Algorithm 1 Méthode de Cholesky pour le calcul du mouvement brownien.

# modules

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from random import random

# grille temporelle

N = 1000
tps = np.linspace(0,1,N+1)
dt = 1/N

# matrice de covariance
Sigma = np.zeros ([N+1,N+1])
for i in range(0,N+1):
for j in range(0,N+1):
Sigmal[i,jl = dt*min(i,j)
Sigma = Sigma[1:N+1, 1:N+1]

# factorization de Cholesky (Sigma sym def pos)
L = np.linalg.cholesky(Sigma)

#vecteur de v.a. normales centrees reduites
Z = np.random.normal (0,1,N)

# brownien
W = L.dot(Z)
W = np.concatenate (([0],W))

# trace

plt.figure (1)

plt.grid ()

plt.plot(tps,W,label="W")

plt.title(’Mouvement brownien Standard - Methode Cholesky’)

plt.legend (bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc=’upper left’, borderaxespad=0.)

plt.show ()

Mouvement brownien Standard - Methode Cholesky

=1.0 1

=12 4

0.0 0z 0.4 0.6 0.8 1a

FIGURE 1.4.1 — Trajectoire du mouvement brownien sur [0, 1] obtenu avec I’Algorithme | pour N = 1000.

1.4.3 Procédure progressive

L’idée est de calculer itérativement la séquence WV a laide de v.a. gaussiennes centrées réduites indépen-

dantes.
1. Générer une séquence ({1,...,&n) de n v.a. de loi N(0,1).

2. En posant Wy, = Wy = 0 calculer pour i =1,..., N

Wti = Wti—l + vV At{i,
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car Wy, — Wy, | ~ N(0, At). La méthode est résumée dans I’ Algorithme ” et une trajectoire du brownien
obtenue par ce biais est tracée sur la Figure

Algorithm 2 Méthode progressive pour le calcul du mouvement brownien.

#modules

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from random import random

# grille temporelle

N = 1000
tps = np.linspace(0,1,N+1)
dat = 1/N

# matrice de covariance
W = np.zeros(np.size(tps,0))
for i in range(1,N+1):
W[il] = W[i-1]l+np.random.normal (0,1)*np.sqrt(dt)

# trace

plt.figure (1)

plt.grid ()

plt.plot (tps,W,label="W")

plt.title(’Mouvement brownien Standard - Methode incrementale’)

plt.legend (bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc=’upper left’, borderaxespad=0.)
plt.show()

Mouvement brownien Standard - Methode incrementale

—_— W

D.IU D.IZ D.I4 D.IG D.IS 1 ICI
FIGURE 1.4.2 — Trajectoire du mouvement brownien sur [0, 1] obtenu avec I’Algorithme 2 pour N = 1000.
C’est cette méthode que nous utiliserons en pratique pour la résolution numérique d’EDS.

1.4.4 Décomposition de Karhunen-Loéve

Une autre méthode consiste & construire générer les W, & partir de la décomposition de Karhunen-Loéve
( ) du m.b.s.

o
Wt = Z fmﬁbm(t)v le [O’T] (1‘4'1)
m=0
24/ 2T 2 1
avec ¢, (t) = Gm+)r sin < n;; 7Tt> des fonctions orthogonales pour le produit scalaire L? sur [0, 7).
Pour cela, on évalue aux noeuds du maillage temporel {t1,...,t,}, le processus tronqué WtK de W, aux K

premiers termes de la série donné par

K
WK =" &uom(®), tel0,T].
m=0
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La méthode est résumée dans I’ Algorithme 2 et une trajectoire du brownien obtenue par ce biais est tracée
sur la Figure

Algorithm 3 Méthodede Karhunen-Loéve pour le calcul du mouvement brownien.

#modules

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
from random import random

TR W N e

# grille temporelle

7 N = 100

s T =1

9 tps = np.linspace(0,T,N+1)
o dt = 1/N

11

12 # fonctions de base

13 def phi(t,m):

14 return 2*np.sqrt (2*T)/((2*m+1)*np.pi)*np.sin ((2*m+1)*np.pix*xt/(2*T));
15

16 # decomposition de KL

17 KMAX = 200

18 sample = np.random.normal (0,1,KMAX+1)

19 TK = [20, 40, 50, 100,200]

20 ind = np.linspace (0, KMAX , KMAX)

21 for 1 in range(O,np.size(TK)):

22 print (1)

23 K = TKI[1]

24 W = np.zeros(np.size(tps,0))

25 xi = sample [0:K]

26 print (1)

27 for i in range(O,N+1):

28 for k in range (0,K):

29 W[il = Wlil+xil[k]I*phi(tps[il, k)

30 # trace

31 plt.figure (1)

32 plt.grid ()

33 plt.plot (tps,W,label= K= 7i’ %K)

34 plt.title(’Mouvement brownien Standard - Methode de Karhunen-Loeve’)
35 plt.legend (bbox_to_anchor=(1.05, 1), loc=’upper left’, borderaxespad=0.)

36
37 plt.show()

Mouvement brownien Standard - Methode de Karhunen-Loeve

0.4 — K=120
K= 40
0.z — K=50
— k=100
0.0 k=200
-02
_04 .
-0.6
-0.8
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

FIGURE 1.4.3 — Trajectoire du mouvement brownien sur [0, 1] obtenu avec 1’Algorithme  pour N = 100 et
K € {20,40, 50,100, 200}.

# On donne pour terminer un résultat sur ’erreur de troncature commise lorsqu’on approche W; par WtK (de-
veloppement de KL tronqué a K + 1 termes) qui nous dit que Perreur quadratique se comporte en O(K ~1/2).
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Proposition 1.4.2. Pour K € N et t € I =[0,T] lerreur quadratique est donnée par

2T
K
V(W) - V) < S

de méme Uerreur en moment d’ordre 2 i.e. pour la norme de L?(2,L2(0,T)) est donnée par

T

2
E (W =W Lagom) < 2

Démonstration. Faite en TD. [ |



Chapitre 2

ELEMENTS DU CALCUL STOCHASTIQUE

Ce qu’il faut avoir retenu du cours d’A. Falco : Filtration, Martingale, Intégrale de Wiener, de Ito,
Processus de Ito,Formule de Ito, IPP

2.1 Objectifs de ce chapitre

Considérons g : [0,T] — R de classe € et h: [0,T] — R intégrable.

MOTIVATION @ On peut écrire I'intégrale (au sens de Riemann)
T

T T
/ h(t)dg(t) == / h(t)g'(t)dt := lim hn(t)g' (t)dt,
0 0

n—o0 0

ol hy(t) = Z?;ol &l 1,,1)(1) est une fonction définie par morceaux t.q. fOT |hn(t) — h(t)|dt — 0 quand
n — oco. Par analogie on aimerait définir de méme la notion d’intégrale pour

T
/O Hy(w)d Wi ()

o W est un m.b.s. (de trajectoire non €, c.f. TD) et ott H dénote un processus stochastique. Dans ce cas
quelle notion de mesurabilité doit on donner & H et comment définir 'intégrale ?

MOTIVATION @ Désormais, considérons

T T , 1 T , _1
| sty = [ aod =3 [ e = 562 - o).

ot 'avant derniére égalité est obtenue en posant G(t) = g?(t). De la méme facon que précédente, on souhai-

terait pouvoir calculer
T
/ Wy dWy
0

en posant Gy = W2.

2.2 Filtration et mesurablité

On considére par la suite (€2, A, P) un espace de probabilités. On appelle sous-tribu G de A, une tribu sur 2
incluse dans A.
Définition 2.2.1 (Variables aléatoires et sous-tribus). Soit X une v.a. définie sur (2, A) a valeurs dans (E, £).

e La variable aléatoire est mesurable par rapport a G sous-tribu de A si {X € B} € G pour tout B € £.

On dit que X est G-mesurable.

o La sous-tribu engendrée par X est notée o(X) :={{X € B}, B € £}. C’est une sous-tribu de A.
Définition 2.2.2 (Filtration). Soit I un sous-ensemble de R. Une filtration est une famille de sous-tribus,
notée {Fi}ier de A t.q. pour tout s,t € I avec s < t on a Fs C Fi. On la notera plus succinctement
F:={Fither
Une filtration JF est donc une suite croissante de sous-tribus de A et F; représente 'information disponible a
I'instant ¢. La filtration va nous permettre de définir une notion de mesurabilité pour un processus X.

13
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Définition 2.2.3 (Processus adapté). Soit X = {X;}ier un processus stochastique. Ce processus est dit adapté
a la filtration {F; }ier, si pour tout t € I alors X, est Fy-mesurable.

On peut donc désormais définir une notion de mesurabilité de X : (t,w) — R sur [0, 7] x © uniquement vis a
vis de cette information disponible & chaque instant ¢, et non plus de la "grosse" tribu produit B([0,77]) x A.
Attention, ne pas confondre avec cette nouvelle notion de mesurabilité avec celle que nous avons introduite
dans le Chapitre | pour les processus stochastiques. En effet, cette derniére donne une notion de mesurabilité
pour la famille de v.a. indexée par ¢ i.e. {X;}icr & valeurs dans E'!

Définition 2.2.4. Un processus stochastique X = {X;}ics est dit progressivement mesurable si pour tout
t € I, Uapplication de [0,t] x Q dans R définie par (s,w) — Xs(w) est mesurable pour la tribu produit
B([0,t]) @ Fy.

Un processus stochastique progressivement mesurable est adapté, le contraire n’est pas vrai en général.

On retiendra les propriétés pratiques suivantes en lien avec I'espérance conditionnelle (voir 7).
1. Soit X un processus stochastique. Si Xy est F-mesurable : E(X{|F;) = X;.
2. Soit X un processus stochastique. Si X; est indépendant de F; : E(X;|F;) = E(Xy).
3. Soit X un processus stochastique et £ une v.a. Fi-mesurable : E(§X;|F;) = EE(X|F).

Exemple 2.2.5 (Filtration engendrée par un processus stochastique). Soit X = {X;}ier un processus stochas-
tique. La filtration engendrée par X est définie par

?tX = U({Xs}sel,sgt)v

pour tout t € I. La filtration propre d’un processus stochastique X représente l'information contenue dans
l’observation de X entre les instants 0 et t. On remarquera que si 3",;X C F; alors X est F-adapté.

Nous terminons par énoncer la définition d’'un m.b.s. adapté a une filtration F := {F; }+>0.

Définition 2.2.6. On appelera un F-mouvement brownien, un m.b.s. W t.q.

o W est adapté a la filtration F,

e pour tout 0 < s <t on a, Wy — Wy indépendant de Fs.
Cela permettra par la suite d’assurer que W; est F;-mesurable. Une conséquence est que par indépendance
dans l'espérance conditionnelle (voir rappels dans la section ©) E(Wy — W) = E(W; — W|Fs) = E(W|Fs) —
W, =0 E(W,|F,) = Ws. Cest ce qu’on appelle une propriété de martingale.
Définition 2.2.7 (Martingale). Une famille de v.a. {My,t € I} adaptée a la filtration {F;}ier est une martin-

gale si
E(M|Fs) = My, p.s. s <t,

en particulier on a E(My) = E(My).

Proposition 2.2.8. Soit W un m.b.s. On définit les processus définis par W2 — t,exp(cW; — %2t) sont des
martingales pour {FW };>¢ la filtration propre du brownien W.

Démonstration. Soient s,t € [0,T],s < t.
— Comme E(W;|FWV) — Wy = E(W; — W,|FW) = 0 (car W; — W indépendant de tout se qui se passe
avant s) on a le résultat.

— Ona BWP — W) — (W2 — 5) = E(W2 — |3%) — E(W2 — s|3V) = E((Wi — W,)? + 2W, (W —
WN _ (4 _ o (Wz—W5)2 Wy _ o (Wt Wé) 2
Wo)|F)—(t—s) = (t—s) (E( |F)—1).0r Wy—Ws ~N(0,t—5) alors i~ x-(1).
Ainsi E(( ) FV) = E((Wtf V:/°) ) = 1 donc E(W2 — t|F¥) — (W2 — s) = 0. Ce qui prouve le
résultat.
— On a E(exp(oW; — S1)|FV) — exp(aW, — Gs) = E(exp(oW; — Gt) — exp(oW, — %s)|FV) =
exp(cWs — %25) exp(— ;(t s))[E(exp(c(W; — Wy))|FW) — exp( (t —5))]. Cependant exp(a(W; —

Ws)) ~ log :NZ(O,U (t—s)) ainsi E(exp(a(W;—W))|FV) = p(i(t s)) donc E(exp(aWt—%Qt)\FZV)—
exp(cWs — %) = 0.
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2.2.1 Intégrale stochastique et propriétés
On présente dans ce qui suit des éléments de compréhension (pour les prewves cf. cours A. Falcé ou encore

[1, 7]) de Uintégrale stochastique.

On considére par la suite (€2, A,P) un espace de probabilités. On travaille avec la filtration F = {F; }1>0 et
on note W un m.b.s. adapté a cette filtration. On supposera que Fy est compléte (i.e. soit A € Fpet BC A
et P(A) =0 alors B € F). Enfin, on notera I = [0,7] C Ry.

L’objectif de ce paragraphe est de construire I'intégrale suivante

T
/ HydWr,
0

pour des processus stochastiques H (dont les propriétés sont a définir pour que l'intégrale ait du sens, et soit
bien définie).

PROCESSUS PROGRESSIVEMENT MESURABLES.

Soit t =0 <t < - <t, =T avec t; = iT/n. Par analogie avec la définition de l'intégrale (au sens
de Riemann) pour les fonctions réguliéres, une idée serait de construire le processus stochastique défini par
morceaux H" par

n—1
th = Zgil[ti,ti+1)(t)
=0
et de définir

n—1

T
/ HydW; = lim > &G(Wi,, — W),

Dans la suite nous noterons
e A2(I) I'ensemble des processus progressivement mesurables t.q. fOT E(H?)dt < oo.
e A3(I) € A?(I) contenant tous les processus stochastiques par morceaux H" = {H['};es t.q.
t=0<t; < <t,=Tetdesva. fo,....En1 t.q. Hy = 3070 &gy, (1)

a. Cette convention est importante et correspond & l'intégrale de Ito. En effet il est possible de définir des processus
stochastiques par morceaux différemment, ce qui améne & une autre définition de 'intégrale.

Lemme 2.2.9. Un processus stochastique H™ appartient a A%(I) st et seulement stlesv.a.&;,1=0,...,n—1
sont dans L2(Q) et F;,-mesurables.

Démonstration. On peut se convaincre assez facilement que fOT E(H?) = Z:-L:_Ol E(&2)(tiy1 — t;) < oo si et
seulement si E(gf) < 00. Par ailleurs, si et seulement si les & sont F;,-mesurables, cela assure que H est
progressivement mesurable (voir détails |7, Lemma 10.1.3, Chapitre 10.1]). [ |

Ce lemme indique que les v.a. & qui définissent les processus H" de A%(I ) ne dépendent que de I'information
disponible & l'instant ¢; !

Définition 2.2.10 (Intégrale stochastique pour les processus de A3(I)). Pour tout H™ € A%(I), on définit
l'intégrale stochastique comme

T n—1
/ HP AW, = &(Wa,,, — Wh). (2.2.1)
0 i=0

Proposition 2.2.11 (Intégrale stochastique dans A3(I)). L’intégrale stochastique définie par ( ) est un
processus progressivement mesurable qui satisfait les propriétés suivantes.
— (Chasles) Pour tout T' € [0,T] alors

T T’ T
/ H'AW, = | HMW,+ | H'AW,.
0 0 T
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— (Linéarité) Pour tout \,u € R et H",G™ € A3(I) on a

T T T
/ (AHP + uGP)dW, = A / HIAW, + 1 / Graw,.
0 0 0

E </OTthth> =0,
E ((/OTHt"th >2> =F (/OT(Ht")th> :

La derniére égalité est appelée isométrie de Ito.

— (Isométrie) On a

Ici nous avons présenté ce résultat dans le cas scalaire pour des processus & valeurs réelles. Ces résultats
peuvent étre étendus dans le cas vectoriel, attention toutefois a travailler avec les normes et produits scalaires
adéquats (voir e.g. [4, Theorem 8.14]).

Démonstration. La progressive mesurabilité et les deux premiéres propriétés sont directes. Pour la propriété
d’espérance nulle, on écrit

E </0t HQdWS> - (/Ot Hgdm) —E (2 &Wiiy — Wti)> = EE (B (&(Whpy — Wi)IF%,))

Or & est J;,-mesurable, par propriété de ’espérance conditionnelle, il vient

t n—1 n—1
E </0 HgdWS> = ZE (GE (Wi, = Wi)|F4)) = ZE (GEWy,,, —Wy,)) = 0.
i=0 =0

Les accroissements brownien étant indépendant de J;, et centrés, on en déduit la derniére égalité.
En fait on pourrait méme dire directement E ((Wt — Wti)|?ti) = 0. C’est la propriété de martingale.
Pour l'isométrie, on écrit

141

t n—1
E (/0 (Hg)QdWS> =K (Z E?(Wti+1 Wtz ) +E ZEZEJ Wtz+1 Wti)(Wtj+1 - Wtj)
1=0 j#i

—A S

En procédant de méme que précédemment pour le premier terme on a

n—1 n—1 T
A= E (B (& Wiy, — W:)?(5)) ZE GE(Whyy —We)?) | =D E(E)h = /0 E((H{)?)ds.
=0 =0

=h
Pour le second terme on utilise encore I'indépendance des accroissements par rapport a la filtration
=2 ZE flfj Wtz+1 - Wti)(Wtj+1 - =2 ZE &f] Wt1+1 - Wti)(Wtj+1 - Wtj)‘gjti)>
J<i j<i

Or par définition de la filtration, on a fftj C J, ainsi les &, §; et Wtﬁl — Wtj sont Jy,-mesurables ainsi

B=2E (> &&(Wy,, — Wi))E(Wy,, — Wi, |F,) | =0,
j<i

et par indépendance des accroissement par rapport a Fy, alors E(W;,,, — Wy, |F,) = E(W;,, —W;,) =0. R

i+1

Nous admettrons les résultats qui suivent sans les démontrer (pour plus de détails voir e.g. [1, 7]).
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CAS DES PROCESSUS A%(I) (VOIR [1]).

Désormais, on souhaite étendre cette définition aux processus plus généraux, i.e. dans A%(I). Par la suite on
équipe A%(I) de la norme || - |a2(r) définie par

T
V) = /O E(H?)dt.

Nous avons les propriétés suivantes.
1. L’espace A*(I) muni de la norme [| - || x2(yy est un espace de Banach.
2. L’espace A2(I) est dense dans A%(T).
3. L’application Iy : A3(I) — L*(Q) définie par I7 : H™ v+ [ H}*dW; est une isométrie c.a.d.

T
||HnH?\2(1) =E </0 thth> .

On retiendra que : pour H € A%(I) et pour peut qu’il existe H" € A2(1) t.q. |H — H”HiQ(I) — 0. On définit
I'intégrale stochastique de H comme

n—oo

T T
/ H,dW; = lim / H"dW;, dans L2(Q).
0 0
Ainsi, les résultats de la proposition sont toujours vrais, pour H € A%(1).

CAS DES PROCESSUS Ay (1).
Il est possible de relaxer I'hypothése H € A?(I) en considérant uniquement des processus stochastiques dans
Aloc(I) et t.q.
T
VT >0 / Htht < 00, presque surement.
0

Bien sur si H € A?(I) alors H € Aj,.(I). L’idée est ensuite de construire l'intégrale stochastique pour tout
H € Ajy(I) un processus (localisé) HM € A%(1) t.q.

T
/ H,dW; = lim J(HM) presque sirement.
0

M—o0

Les résultats de la Proposition restent vrais pour Aj,.(1). Attention toutefois au point 3, qui est satisfait
si de plus E( fOT HZdt) < 00.). Les preuves nécessitent la définition de temps d’arrét que nous n’avons pas
introduit dans ce cours.

2.3 Processus d’Ito, formule de Ito

On termine cette partie avec un outil fondamental du calcul stochastique la formule de Ito. On note W un
m.b.s. adapté a la filtration F = {F; }4e;.

2.3.1 Formule de Ito pour le mouvement brownien

Théoréme 2.3.1 (Formule de Ito pour le mouvement brownien ¢(W5)). Soit ¢ € €%(R) alors pour tout t > 0
on a

d(Wy) = ¢(0) +/0 &' (Ws)dW, + ;/0 " (Ws)ds, p.s., (2.3.1)

ou de facon équivalente
1
dp(Wy) = ¢ (Wy)dW, + §¢”(Wt)dt. (2.3.2)
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REMARQUES. En fait, comme ¢ € ¢ alors on a t +— ¢/(W,) et t — ¢ (W;) continues p.s. donc bornées p.s.
sur [0, 7], en particulier cela assure qu’on a bien un processus {¢'(W;)}i>0 dans Ay ([0, 7). Les intégrales
dans le membre de droite de I’équation sont donc bien définies.

La formule réléve une analogie avec un développement de Taylor d’ordre deux de la fonction ¢, qui est
exploité en pratique pour la preuve (cf. e.g. cours A. Falco).

Exemple 2.3.2. Soit W un m.b.s. adapté a la filtration F. Montrer que pour tout t > 0
t 1
/ WdW, = 5(Wt2 —1),p.s..
0

Considérons, ¢(x) = 22 on a ¢ € €*(R) avec ¢'(x) = x,¢"(x) = 1. La formule de Ito donne

1 1 g 1 [t ! 1
WE:W5+/ WdeS+/ ds:»/ W dW, = = (W7 —t).
2 2 0 2 Jo 0 2

2.3.2 Processus de Ito et formule de Ito pour un processus de Ito

Définition 2.3.3 (Processus de Ito). Soit {b;}icr et {ot}er deux processus progressivement mesurables (donc
F-adaptés), a valeurs dans R et t.q. fOT |be|dt < oo et fOT o2dt < oo presque strement. Enfin soit Xo une
v.a. Fo—mesurable. On appelle processus de Ito {X;}icr, le processus a valeurs réelles partant de X défini
par

t t
Xt=X0+/ bsds+/ o dW,, tel.
0 0

ou bien sous forme différentielle
dXt = btdt + O'tth.

Définition 2.3.4 (Variation quadratique d’un processus de Ito). Soit X wun processus de Ito. On appelle
variation quadratique de X, le processus positif et croissant (X) = {(X )t }1>0 défini par

t
<X)t:/ o2ds.
0

On utilise aussi la notation d(X); = o?dt.

REMARQUE. La variation quadratique vérifie pour tout A € R, (AX); = A\2(X);.

Théoréme 2.3.5 (Formule de Ito pour un processus de Ito). Soit X un processus de Ito et ¢ € €*(R) alors
d(X) est un processus de Ito, et pour toutt € I on a

t 1 t
B(X;) = ¢(Xo) +/ ¢ (Xs)bs + 2¢“(Xs)a§ds+/ 059 (Ws)dWs, (2.3.3)
0 0
ou encore sous forme différentielle

d¢(Wt) == (¢I(Xt)bt + %Qﬁ”(Xt)O'tz)dt + Ut¢/(Wt)th = (Z)/(Xt)dXt + %¢//(Xt)d<X>t (234)

Exemple 2.3.6 (Cas du mouvement brownien géométrique). Montrons que X; = exp ((b — %215) + UWt> o

est solution de dX; = bXdt + o X dWy, avec la condition initiale Xog = xg. Sit = 0, alors Xg = xy. Soit
¢:RY — R avec ¢(x) = In(x), on a bien f € %2(IR*+). En posant Yy = In Xy par la formule d’Ito Y satisfait
Yo=Inxg et

1 0’2Xt2
2 X7

1 1
dY; = dIn(X¢) = 0dt + < (Xt + 0 X, dW,) — dt = (b~ 50°)dt + odW.
t

Ainsi Y est mouvement brownien algébrique donné par Yy = Inxzg + (b — %02)25 + oW on en déduit donc X,
en passant a [’exponentielle.
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Généralisations

Soit W = (W1, ..., Wy) un mouvement brownien d-dimensionnel, i.e. t.q. pour tout k£ = 1, ..., d les processus
Wi,k =1,...,d sont des m.b.s. adaptés a la filtration {F;}>0.

Définition 2.3.7 (Processus de Ito pour un mouvement brownien d-dimensionnel). Soit deux processus pro-
gressivement mesurables (adaptés) b a valeurs dans R et o = {(014,...,044)" her @ valeurs dans RY t.q.
fg |bs|ds < o0 p.s. et o € Ajpe pour k =1,...,d. Enfin soit Xog une v.a. Fo—mesurable. Le processus de Ito
{Xi hier partant de Xy est le processus a valeurs réelles défini par

t d t
X, = Xo+ / beds + ) / orsdWis, tel.
0 k=1 0

De fagon équivalente,

dXt = btdt + oy - th,
(ici - désigne le produit scalaire euclidien dans RY).

Définition 2.3.8 (Covariation quadratique d’un processus de Ito). Soit X wun processus de Ito. On a ap-
pelle la covariation quadratique de X,Y deux processus de Ito a valeurs vectorielles de diffusions oX, "
respectivement. Le processus stochastique (X,Y) = {(X,Y )¢ }+>0 défini par

(XYt—/ZO'kS Sde
0

k=1
ainsi d(X,Y); = Zi:l U}fsazkdt'

REMARQUE. En particulier pour W1, W? deux m.b.s. indépendants, on a [1, §3.2.5] (W WJ), = §;;dt.

Soit W un brownien standard, et b, o, 3, des processus adaptés au sens de la définition précédente. Consi-
dérons deux processus d’Ito définis par

dXt = btdt + O'tth et d}/t = ,Btdt + 'Ytth,
alors on a la formule d’intégration par parties suivante
d(X:Yy) = XodY; + Yid Xy + d(X, Y)y,

ou de fagon équivalente

t t t
XY= XY+ [ X.dY, + / YodX, + / T5sds.
0 0 0

REMARQUE. En comparaison avec la formule d'IPP déterministe, on a un terme additionnel lié a la cova-
riation quadratique des deux processus. Ce dernier terme est cependant nul si un des deux processus est une
intégrale en temps uniquement.

Théoréme 2.3.9 (Formule de Ito g-dimensionnelle et dépendant du temps). Soit ¢ € €*%(I x R, R) et
X =(Xq,... ,Xq)T un processus d’Ito q-dimensionnel i.e., pour touti =1,...,q les X; sont des processus de
d’Ito pour un m.b.s. d-dimensionnel de processus progressivement mesurables (voir Définition ). Alors
Y: = o(t, Xy) est le processus de dimension 1 donné par

o SN
d(t, Xp) = o.o(t X, dt+z o, X1)AX;, + = Z T, Ot X)X, X
J

7’)

ot dX;; = bt + 054 -dWy, 0 =1,...,q ou encore

1
do(t, X;) = Owp(t, X;)dt + V(t, X;) -dX; + —tr(V2p(t, X;) ool )dt.
dient 2 h ;
g?"(l 1en essienne

1. Voir le cours Antonio ou [1, 7] pour la notion de variation quadratique (X); ou de covariation quadratique (dX,dY),.
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REMARQUE : Icion a exprimé le dernier terme en utilisant les régles de calcul sur les variations quadratiques.
Comme o est supposé a valeurs matricielle dans R9*? il vient

q 62 d q 82
> méﬁ(f,Xt);Jik,tUjk,tdt = dui0z, o(t, X¢)d(Xi, Xj)e,

i,j=1 h,j=1

avec X;, X, les 4, j-iéme composantes de X.



Chapitre 3

INTEGRATION NUMERIQUE DES EDS

Soit (€2, A,P) un espace de probabilités équipé d’une filtration F = {F;}er t.q. Fo est compléte. On no-
tera I = Ry ou encore I = [0,T] avec T > 0. Dans la suite, on utilise W = (W1,...,Wy)” un m.b.s.
d-dimensionnel, t.q. les Wi,k =1,...,d sont adaptés a la filtration F.

On munira R? du produit scalaire {-,-) et de la norme || - || euclidiens et R9*¢ du produit scalaire (-,-)r et
de la norme || - || de Frobenius.

3.1 Notations

On considére b: I x R? — RY et o : I x RY — R9*? des fonctions mesurables. On cherche le processus de
diffusion X a valeurs dans R? solution de I’équation différentielle stochastique (EDS) au sens d’Ito définie
par

dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>th, tc (O, T],
(3.1.1)
Xo = &
avec £ = (£1,...,&)T une v.a. Fp-mesurable. Les termes b(t, X¢) et o(t, X;) sont appelés termes de dérive et

diffusion respectivement. On peut écrire de fagon équivalente (par composante) cette équation sous la forme

d

dXip = bi(t, X))dt + > oyi(t, X)) AW, t € (0,7),
j=1

Xoi = &.

Nous allons donner quelques conditions suffisantes (mais non nécessaires), pour assurer ’existence d’une
solution (forte) au probléme ( ).

3.1.1 Quelques exemples

Exemple 3.1.1 (Mouvement brownien arithmétique d = g = 1). Etant donné W un mouvement brownien et
en choisissant pour diffusion et dérive des constantes i.e. o(s,x) = o et b(s,x) = b respectivement, le systéme

dX, = bdt+odW;,
Xo = =xo,

régit [’évolution d’un processus stochastiqgue X appelé mouvement brownien arithmétique ¢.q.
Xt = X0 +bt+0’Wt

Exemple 3.1.2 (Mouvement brownien géométrique d = ¢ = 1). Etant donné W un mouvement brownien et
en choisissant pour diffusion et dérive o(s,x) = ox et b(s,z) = bx respectivement, le systéme

dXt = bXtdt—FO'Xtth,
Xo = o,

régit I’évolution d’un processus stochastique X appelé mouvement brownien géométrique ¢.q.
1
X = exp((b— 502)15 + oWh)xo.

Le mouvement brownien géométrique n’est rien d’autre que l’exponentielle d’un mouvement brownien arith-
métique (obtenu a l'aide de la formule de Ito).

21
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Exemple 3.1.3 (Processus d’Orstein-Uhlenbeck d = ¢ = 1). En physique, économie ou finance il est courant
d’utiliser le processus d’Orstein-Uhlenbeck X donné par

Xy =0+ (xo — ) exp(—at) + 0'/0 exp(—a(t — s))dW's

solution de

dXt = —CL(Xt — Q)dt + O'th,
Xo = o,
correspondant au coefficients de diffusion et dérive donnés par o(s,x) = o et b(s,x) = —a(x — 0).

Exemple 3.1.4 (Un modéle pour décrire le déplacement d’'un poisson ¢ = 4,d = 1). En modélisant I’environ-
nement du poisson (mer, lac...) comme une surface, le mouvement de celui-ci peut étre décrit par le biais de
trois processus X € R? décrivant sa position, © € R sa vitesse angulaire et K € R sa courbure vérifiant le
systeme d’équations différentielles suivant

dX, = 7(O, Ky)dt

40, = Kdt,

dK; = —Kdt +v2adW,,

Xo = o, Ki=ko, ©Og= 0o,

avec a >0 et 7(6, K) = (cos(8),sin())T.

_ 1
TF2[K]

3.2 Existence et unicité de la solution

Dans le cas déterministe c’est a dire o := 0, alors on retrouve un EDO. Dans ce cas sous les hypothéses du
théoréme de Cauchy-Lipschitz assurent I'existence et 1'unicité de la solution. Voyons comment cela se traduit
pour une EDS.

Théoréme 3.2.1 (Existence et unicité de la solution (forte) [1, 7]). Supposons qu’il existe une constante
0 < K < oo telle que

i) (globalement lipschitz en x) telle que tout v,y € R? et t € I
16(t,2) = b(t, y)|| + llo(t, 2) — o(t,y)l|F < K|z =yl
ii) (fonctions a croissance linéaire ) pour tout x € RY et t € I
16Ct, 2)[| + llo(t, 2)||r < K (14 [l]]).

Etant donnée € € L2(Fy), le probleme ( ) admet pour unique solution (forte), le processus de Ito X, t.q.
X, € A2(I),k=1,...,q, donné par

t t
Xt:§+/ b(s,XS)ds+/ o(s,Xs)dWs, tel.
0 0

On appelle X processus de diffusion.

Comme pour les EDO, la preuve de I'existence utilise un point fixe défini par le biais d’'un processus itératif
de Picard. L’hypothése lipschitz assure quant a lui l'unicité. Pour une preuve voir [4] pour les EDS autonomes
ou encore [1], enfin [3, 5] dans le cas général. Ici on fait une preuve dans la lignée de [1, 7].

Démonstration. Comme & € L2(Fy) et b,o a croissance linéaire, on peut montrer que les composantes de
X sont des processus progressivement mesurables (adaptés) pour la filtration F t.q. fOTIE(Xt)th < oo donc
dans A%(I). On admettra ce résultat, pour une preuve détaillée voir |7, Lemma 11.1.2]. Il reste donc & prouver
I’existence et 'unicité.

1. Cette condition est aussi parfois écrite comme ||b(t, z)||* + ||o (¢, z)||7 < K(1 + ||z||*) dans certains ouvrages. Elle découle

tout simplement de l'inégalité (a 4+ b)? < 2(a® + b?).



3.2. EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION 23

Ici nous allons présenter dans le cas ¢ = d = 1 la preuve, il en est de méme dans le cas vectoriel. Soient
X,Y € A%(I) deux solutions de ( ). Alors pour tout ¢ € I on a

Xt—Y;:/O (b(s,Xs)—b(s,Y;))ds—ir/O (0(s, X,) — o(s, Ya))dIW,

En utilisant que (a + b)? < 2(a? + b%) et en passant a I'espérance, il vient

UOt(b(S,XS) _ b(S’YS))dS> ’ (/ot(”(s’Xﬂ - a<s,Ys)>dWs>1

Puis en appliquant Cauchy-Schwarz a la premiére équation, 'isométrie de Ito & la seconde on a

E[(X, - Y,)?] < 2E 2

E[(X; — V)] < 2tE (/Ot(b(s, Xs) — b(s, Ys))2d3> +2F /Ot(a(s,XS) —0(s,Y;))%ds

Cependant les dérives et diffusion étant lipschitziennes on a

E[(X: — V)% < 2K2(Z +1)E ( /0 (X, — Ys)2ds> =C /0 E[(X; — Y;)]ds

par Fubini/Tonelli (en effet X,Y € A%(I) donc fg E[(Xs — Y;)?]ds < o).
On remarque qu’en appliquant le lemme de Gronwall pour x(t) = E[(X; — Y;)?] et 2(0) = 0 on a
z(t) < z(0 +C’/ s)ds = z(t) < z(0) exp(Ct) = 0.
D’ot l'unicité.
On construit I'appligation G : R — R t.q.
(GX) =€+ /Ot b(s, X (s))ds + /Ot o(s, X (s))dW;
Par construction, GX € A?(I) (on a X solution de ( ) < GX = X). On a donc pour tout X,Y € A%(1)
BIGX): — (@07 < € [ B, ~Yoas
Ainsi par récurrence, pour n > 1

E[(G"X)—(G"Y),)?] < C /O tE[(G"‘1X>s—<G”‘1Y>s>2]ds <cn / Lo

s1=0

Sn—1
/ E[(Xs, —Ys,)?]ds,, ... ds;
Sn=0

En utilisant Fubini (attention aux bornes) on a

t

Bl(GX), - (Gv)2) < |

sn=>0

t t
E[(X,, —st)ﬂ/ / dsy...ds, , dsp.

n—1=Sn 1=52

(t—sp)*1/(n—1)!

On conclut dont en repassant a l'intégrale a gauche sur t.

T . B . . ( S)n_ls
/0 E[(G"X): (GY))]dt<C// (X, — Y)]T_l) dsdt

4 nouveau par Fubini il vient

/ TIE[(G”X)t (@) Ydt < el / E[(X, — Y3)2]ds.
0

TL' 0
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TTL
Dés lors que n > 1 est assez grand i.e. t.q. C’”—' < 1 alors G™ est une contraction. Par ailleurs, A?(T)
n!
étant un Banach (voir Chapitre ), le théoréme du point fixe de Banach (cf. cours analyse fonctionelle)
assure que G™ admet un unique point fixe X € A%(I) t.q. G"X = X. Cependant on observe aussi que
G X = G(G"X) = GX = G"(GX). Donc GX est aussi un point fixe de G™. Par unicité du point fixe de
G™ il vient nécessairement X = G(X) qui est solution de ( ). [ |

Exemple 3.2.2. Considérons, ’équation de Langevin avec a > 0
dX; = —aX¢dt + odWs, Xo=1x9 € R.

On est dans le cas homogéne en temps. Il suffit dont de vérifier que la dérive et la diffusion sont Lipschitz,
ce qui est le cas car x — —ax est linéaire, et x — o constante. Donc l’équation de Langevin admet une
unique solution que 'on peut calculer a l'aide de la formule de Ito. En posant Y; = Xie™ = f(t, X;) alors
dY; = aXe®dt + e®dX; = eodW; d'ou Y; =Yy + f(f e*odWy = X; = Xge @ + fg 5= e dWs.

3.3 Intégration numérique des EDS

Nous nous intéressons a ’approximation numérique d’un processus de diffusion X solution de ( ). Comme
pour les EDO, le processus X peut étre explicitement calculé seulement pour des cas particuliers des coeffi-
cients de dérive b et de diffusion o e.g. constants ou linéaires pour lesquels X est brownien arithmétique ou
géométrique (cf cours A. Falcod). Généralement, il n’est pas possible d’utiliser les outils du calcul stochastique
comme la formule d’Ito pour trouver une expression explicite de X. On utilise donc des méthodes numériques.

Soit un maillage uniforme 0 = 1% < ¢! < --- <" < .- <tV de [0,T], t" = nAt,n =0,1,... N ot At = %
Le processus X en tout instant " i.e. X;» est approché par la v.a. X™ calculé par un schémas d’approxima-
tion. Dans ce cours nous nous focaliserons sur les schémas d’Euler-Maruyama et Milstein. Si on s’intéresse a
la trajectoire compléte on peut reconstruire par interpolation un processus approché X4 (cf. plus loin pour
I'analyse d’erreur).

# Nous introduisons de fagon formelle le schéma d’Euler-Maruyama. Considérons

th+1 = /
0

tn "
Xpn = / b(s, X,)ds + / o (s, X)W,
0 0

tn+1 2tn-‘—l

b(s,XS)ds—i—/ o(s, Xs)dWs,
0

aprés soustraction membre & membre nous obtenons

tn+1 tn+1

b(s, Xs)ds —I—/ o(s, Xs)dWs.

tn

th+1 - th —|— /
t

n

On propose d’approcher sur [t",t" 1) les fonctions de dérive et de diffusion par des fonctions constantes par
morceaux. Ainsi on obtient une approximation X™ de X pour tout t" donnée par

X" = X"+ b(t, XAt + o (1", X AW,

avec un accroissement AW" = W1 — Wyn. Cette premiére approximation définit le schéma d’Euler-
Maruyama.

Nous verrons, qu’il est possible de construire un tel schéma de la méme maniére que des schémas d’ordre
supérieur en considérant des développements de Taylor des termes de dérive et diffusion (c.f. TD), pour
I’instant nous présentons directement ces schémas ainsi que leurs propriétés.
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3.3.1 Schémas d’approximation

Définition 3.3.1 (Schéma d’Euler-Maruyama). Pour un pas de temps At > 0 et une condition initiale X° =
Xo, Uapprozimation X™ de X¢n, au temps t"™ = nAt, par le schéma d’Euler-Maruyama est défini par

XL = X" p(th, XM AL + o (1, X AW, (3.3.1)
pour AW™ = Win+1 — Wyn.

En pratique, les incréments du m.b.s. AW™ sont des vecteurs gaussiens i.e. AW™ ~ N(0, Atl,;). On peut
donc simplement les simuler en faisant des tirages aléatoires indépendants (voir Algorithme ).

Le schéma d’Euler-Maruyama peut étre implémenté de la facon qui suit, voir Algorithme

Algorithm 4 Fonction pour le schéma d’Euler-Maruyama.

# EulerMaruyama
def EulerMaruyama(uO,t,N,d,m):

print ("Euler Maruyama")
# initialisation

u = np.zeros ((m,np.size(t,0)));
ul:,0] = u0;
# boucle
for n in range(1,N):
dt = t[n+1]-t[n];
aw = np.sqrt(dt)*np.random.normal (0,1,m);

ul:,n+1]
return u;

ul:,n]+dt*b(ul:,n])+np.multiply (dW,sigma(ul:,nl));

On s’intéresse désormais & un second schéma d’approximation plus précis (en un sens a préciser). Pour
simplifier la présentation et pour les applications considérées dans ce cours, on présente uniquement le
schéma de Milstein pour une fonction de diffusion diagonale o € R4 i.e. t.q. 0;;(x) = 0 pour tout i # j.
Pour le cas général voir [4].

Définition 3.3.2 (Schéma de Milstein). Pour un pas de temps At > 0 et une condition initiale X° = X,

Uapproximation X" de X, au temps t" = nAt, par le schéma de Milstein est définie pour k =1,...,d par
10
X,’;H = X5 + b (t", X")At + opi (1", X)) AW, + 5%(75”, X"Mop(t", X™) ((AVV,?)2 — At) (3.3.2)

pour AW™ = Wins1 — Wyn.

Le schéma de Milstein peut étre implémenté simplement de la fagon qui suit, voir Algorithme

Algorithm 5 Fonction pour le schéma de Milstein avec o diagonale.

# EMilstein diag
def Milstein(uO,t,N,d,m):

print ("Milstein Diag")
# initialisation

u = np.zeros ((m,np.size(t,0)));
ul:,0] = ul;
# boucle

for n in range(1,N):

dt = t[n+1]-t[n];

aw = np.sqrt(dt)*np.random.normal (0,1 ,m);

dw2 = (np.multiply (dW,dW)-dt)/2;

bn = b(ul:,n]);

sn = sigma(ul:,n]); dsn = dsigma(ul:,n]);

ul:,n+1] = ul:,n]+dt*bn+np.multiply(dW,sn) + np.multiply(np.multiply(dsn,sn),dW2)

3

return u;
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3.3.2 Erreur d’approximation

Comme pour les schémas d’approximation pour les EDO [6], on se posera la question de la stabilité numé-
rique et de lerreur d’approximation des méthodes considérées. Nous discuterons de la stabilité (en un sens
a préciser en TD.) Dans ce chapitre nous focalisons sur l'erreur d’approximation des schémas présentés dans
le paragraphe précédent.

Pour cela nous allons distinguer deux types de convergence reposant sur deux erreurs entre le processus exact
et son approximation au temps T > 0 t.q. T'= NAt.
— La convergence forte : on considére I'espérance de 'erreur absolue :

er = E(|| X7 — X))

On parle ici de convergence forte car elle est définie par le biais de la norme dans les espaces LP qui
engendre une topologie forte.

— La convergence faible : on considére ’erreur absolue entre ’espérance d’une fonction mesurable ¢ :
R? — R du processus exact et de son approximation :

er = |E(¢(X1)) — E($(X™))].

REMARQUE : Lorsque ¢ est lipschitz, on peut montrer que la convergence forte implique la convergence
faible. En effet par propriété de I'espérance

er = [E(6(Xr) — o(X"))| < KE(| Xr — X)) = Kér.

Maintenant, on donne les ordres de convergence forte et faible associées aux schémas d’Euler-Maruyama et
de Milstein. Pour cela, nous supposons que X est solution de ( ) avec les hypothéses suivantes.

(Hyp.1) Les fonctions de dérive et de diffusion sont lipschitziennes, et a croissance linéaire, i.e. pour tout
teletz,yecR?

1, ) = bt )l + lo(t, 2) — ot y)|r < Kz —yll, (6@ )] + [lo(t 2)llr < K1+ |z]]).

(Hyp.2) Les fonctions b et o sont Holder continues d’exposant % en temps i.e. pour tout t,s € I et x € R?
on a
Ib(s, z) = b(t, )| + [lo(t,2) — o(s,2) | p < K[t — s[*/>.

Ces hypotheses seronts nécessaires pour effectuer les majorations intervenant dans I’étude d’erreur des sché-
mas. En outre, on rappelle que la premiére hypothése assure l'existence et 1'unicité de la solution de ( ).

Nous introduisons également X! le processus continu défini par interpolation (temporelle) Py entre les
instants {¢",n > 0}, par

XA = X" 40" (s —t") 4+ 0" (Ws — Win), s € [t t"],

ol b = b(t", X™) et 0™ = o(t", X™). Par construction on a X&t = X" pour n > 0.

3.3.3 Convergence forte

Définition 3.3.3 (Convergence forte). Un schéma numérique X" de pas de temps At > 0 converge fortement
a lordre v > 0 si pour tout T' > 0, il existe une constante réelle strictement positive C' := C(T) < oo pouvant
dépendre de T telle que

Er :=E(| Xy — XN|) < CAtY, At e (0,1].

Théoréme 3.3.4. Le schéma d’Euler-Maruyama est fortement convergent d’ordre |~ = % . Plus précisément

sous les hypotheéses (Hyp.1)-(Hyp.2), il existe une constante réelle strictement positive C' < oo t.q.

sup B(|| X; — X211%) < CAt.
tel
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REMARQUE. Attention, il y a un carré sur le résultat de convergence donnant I’erreur forte en effet celle-ci
est donnée en norme L2 au carré! Le théoréme précédent nous donne

CAt = sup B(1X, = XP1I) 2 B(1Xr - XF%) = E(1Xr - X™|)? = €
te

par l'inégalité de Lyapunov “. Donc €7 < v/ CAt qui caractérise la convergence forte.

Théoréme 3.3.5. Le schéma de Milstein est fortement convergent d’ordre . Plus précisément sous les
hypotheses (Hyp.1)-(Hyp.2) et o € €%! il existe une constante réelle 0 < C < oo t.q.

sup E(|| X; — XA1|%) < CA2.
tel

3.3.4 Convergence faible

Définition 3.3.6 (Convergence faible). Un schéma numérique X™ de pas de temps At > 0 converge faiblement
a Uordre B > 0 si pour tout T > 0 et ¢ : RT = R dans €.° (6° ensemble des fonctions € de dérivée
bornée), il existe une constante strictement positive C := C(T') < oo telle que

er = [E(¢p(Xr)) — E(¢(XN))| < CAt?, At € (0,1].

REMARQUE. La convergence forte = la convergence faible avec le méme ordre car ¢ € %, implique
qu’elle est lipschitzienne. Cela implique que Euler-Maruyama et Milstein ont des ordres de convergence
faible respectivement de 1/2 et 1. En réalité, la convergence forte peut impliquer un ordre de convergence
faible plus grossier qu’il ne l'est en réalité pour la convergence faible. Cela est vrai en particulier pour le
schéma d’Euler-Maruyama.

Théoréme 3.3.7. Supposons que b,o soient 6.° et vérifient les hypothéses (Hyp.1)-(Hyp.2) alors le schéma
d’Fuler-Maruyama est faiblement convergent d’ordre = 1.

Théoréme 3.3.8. Supposons que b, o soient €.>° par rapport a leur premiére variable et o € €01 et vérifient
les hypothéses (Hyp.1)-(Hyp.2) alors le schéma de Milstein est faiblement convergent d’ordre § = 1.

3.3.5 Aspects pratiques

Le calcul de 'erreur de convergence forte requiert le calcul de E (||Xt — XtAtHz) pour différents pas de temps
de At. Premiérement, il s’agit d’étre capable d’évaluer numériquement ’espérance de l'erreur a la solution
| X; — XAt|? pour At donné. Le second point délicat est de savoir calculer cette solution quand bien méme
la solution exacte X ne soit pas accessible.

® Nous supposons pour commencer que la solution exacte est accessible. Pour estimer sup, E (HXt — XAt HQ)
on utilise une approximation de Monte-Carlo et on prend le sup pour les instant du maillage temporel ainsi
on a

M
SUpE (X0 — XAUP) & sup [ Xen () — X7 (wn) | = £
t o<n<N M =
ot les Xy (w;), X (w;) sont des réalisations indépendantes de X;, X/ simulées pour les méme trajectoires in-
dépendantes du mouvement brownien W (w;). Il faut garder a 'esprit qu’une approximation de Monte-Carlo
converge tres lentement avec un taux en O(ﬁ) Il existe un certain nombre de stratégies pour améliorer ce
taux : échantillonage antithétique, méthode de Monte-Carlo Multi-niveau (voir [2, 4]) que nous ne détaille-

rons pas ici. On supposera que M est choisi suffisamment grand pour négliger cette erreur.

Nous proposons de calculer €%, pour la résolution d'une équation différentielle régissant un mouvement
brownien géométrique, de sorte a disposer d’une solution exacte. Nous résolvons le probléme de I'exemple

2. Soit X une v.a. dans L*(Q) et les entiers 0 < 7 < s < 0o alors E(|X|")*" < E(|X|*)"/*. En particulier si 7 = 1,5 = 2 on a
E(IX])* < E(IX]*).
3. On peut relaxer cette hypothése et demander moins de régularité i.e. €'** de dérivée bornée (voir [2]).
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. Pour les paramétres b = —1,0 = 2 et N € {50, 100, 200, 400, 500, 800, 1000} de sorte que la méthode
d’Euler-Maruyama reste stable (voir TD et |4, §8]). Nous avons fixé le nombre de réalisations & M = 1000.
Les résultats numériques obtenus pour les schémas d’Euler-Maruyama et Milstein sont représentés sur la
figure . A gauche on obtient une réalisation de les solutions numériques pour N = 100 sur l'intervalle
I = [0,1] comparée a la solution exacte, a droite nous avons tracé l'erreur en fonction de At. Primo les
solutions se superposent, deuzio nous retrouvons les ordres théoriques attendus.

: 100 ¢
— Exact F —+— Euler Maruyama, order =0.40706 |
—+— BEuler Maruyama - —— Milstein, order =0.90791 ]

+ Milstein | | )

101k2PZ,HV»V////)Hﬂﬂﬂﬂ*/////* ]

N 1072 E E

L ikl 10—3‘ [ L1
0.6 0.8 1 1073 1072 107!

FIGURE 3.3.1 — Exemple du mouvement brownien géométrique : (gauche) trajectoire de X pour I = [0, 10]
obtenue pour N = 100, (droite) erreurs de convergence en fonction du pas de temps At pour M = 1000.

@ Désormais nous supposons que la solution exacte n’est pas accessible. Dans ce cas on utilise une solution
de référence notée X"/ obtenue pour un maillage trés fin de pas A" = NTf pour une réalisation du
re

brownien donnée ainsi on remplace les Xyn (w;) par X™"¢f (w;) dans les formules précédentes, i.e.

sng(HXt — XM = | Sup ZHX”’”ef — X"(wi)|* =t Erem

n<N M

L’idée est alors de calculer 'erreur pour différents maillages grossiers déduits du maillage fin en choisissant
At = kAt avec k € IN, de sorte que la solution de référence en tout instant ¢ du maillage grossier coincide
avec la solution de référence déja calculée pour le maillage fin. Il en est de méme pour le brownien discret,
pour une réalisation du brownien discret on déduira le brownien pour n’importe quel instant t* = nAt du
maillage grossier en choisissant

th+1 = th + (W(n+1),{Atref - WnnAtmf)

Cette fois-ci on considére de nouveau le mouvement brownien géométrique, pour lequel on va utiliser une
solution de référence obtenue pour un maillage avec N,y = 2000. Ici on choisit x € {40,20,10,5,4,2}. De
nouveau on retrouve les résultats théoriques attendus voir figure

100

—+— Euler Maruyama, order =0.57371
—— Milstein, order =0.80874

101

1072

103 (| [
1073 1072

’_\4
o
L

FIGURE 3.3.2 — Exemple du mouvement brownien géométrique : (gauche) trajectoire de X pour I = [0, 10]
obtenue pour N = 100, (droite) erreurs de convergence en fonction du pas de temps At pour M = 1000.



Chapitre 4

REPRESENTATION PROBABILISTE DES EDP (LIEN EDP-EDS)

4.1 Equation de la chaleur

4.1.1 Un résultat formel

Dans le paragraphe qui suit, nous allons faire le lien (de fagon assez formelle) entre I’équation de la chaleur
1D (en domaine non borné) et un mouvement brownien. Nous considérons dans le cas mono-dimensionnel.
Soit W un m.b.s. et x € R donné. A l'instant ¢ > 0, la variable aléatoire = + W; est de loi gaussienne de
moyenne x et de variance t. Ainsi sa densité de probabilité est donnée par

(y —x)?

1
g(y;t,x) = ﬁexl) <_2t> , yeR.

Par ailleurs un calcul direct donne

dhg(yit,x) = —;\/217? exp <_(y ;tf")2> " \/;H (y —2f6)2 exp <_(y—x)2> |

et
_  (y-a) (y — 2)?
Daglystiw) = o XD 5 )
ainsi
1 (y—2)*\  (y—x)? (y — 2)?
82 -t — — - =29 ;T .
9yt ) oz P ( o)t o O 5 kg (y; t, x)

Pour toute fonction f : R — R mesurable et bornée il vient
1
[ gt iy = 5 [ Baglyst.o) ),
R 2 Jr

en notant u(t,z) = E(f(z + W;)) = [ 9(y;t, ) f(y)dy, on obtient en appliquant le théoréme de dérivation
des intégrales a paramétres de Lebesgue la relation

duult,z) — %ngu(t,x), WO(z) = f(x). (4.1.1)

Notons que pour ¢t — 0T, on a la loi normale impropre ot la densité de probabilité coincide avec la mesure
de Dirac au point x i.e.

lim g(-;t,x) = d,.
t—>0+g( ) *

4.1.2 Une premiére formule de Feynman-Kac

Etant donnée f : R — R, considérons le probléme de Cauchy suivant, associé a I’équation de la chaleur :

owu(t,z) = 1202u(t,x),t>0, zcR,
{ tu(o,x) _ J%(x)‘ (4.1.2)

On se place pour la suite dans (€2, A,P) un espace de probabilités équipé d’une filtration F = {F; }4es t.q.
Fo est compléte. Dans la suite, on utilise W un m.b.s. t.q. adapté a la filtration F.

29



30 CHAPITRE 4. REPRESENTATION PROBABILISTE DES EDP (LIEN EDP-EDS)

Proposition 4.1.1 (Feynman-Kac pour la chaleur). Soit f € €°(R). Supposons qu’il existe une solution
u € €42([0,T) x R,R) du probléeme de Cauchy défini par ( ) telle que, pour tout t € [0,T] et x € R on
art

(Dwuls, WE))sep € A([0,1]),

S

alors pour tout (t,x) € [0,T] x R, la solution s’écrit
u(t, x) = E(f(Wy)).

Ico WZ, t.q. W =W+ x, est le processus brownien de C.I. non nulle, i.e. partant x & l"instant t = 0.

Démonstration. Pour t > 0 fixé et s € [0,t]. On peut appliquer la formule de Ito au processus
Yy = o(s, W) = u(t — s, WY)

car ¢ suffisamment réguliére par propriétés de u et W¥ = Wy 4 . Alors on a

1
d}/s - s¢(57 Ws)ds + quﬁ(s, Ws) : dWs + 58555

= <_W+ dpu(t — s, WE) - dW, +M

Cependant par 'EDP, on peut annuler un certain nombre de termes, ce qui donne

¢(s, Ws)ds,

dYs = dpu(t — s, WZ) - dWs.

En intégrant par rapport & s de 0 & ¢ on finit par obtenir
¢
Y; - Yy = / Opu(t — s, WZ) - dWs.
0

Or Yo = u(t, W§) = u(t,z) et Y2 = u(t —t,W}*) = w(0, W) = f(z) par définition de la condition initiale.
Ainsi

= F(WE) —ult,z) = /0 Bpu(t — s, WT) - AW, = u(t, z) = E(f(WF)).

on note que I'intégrale stochastique & droite a du sens par les hypotheéses sur la dérivée spatiale. On déduit le
résultat en prenant 'espérance et en utilisant la propriété d’espérance nulle de l'intégrale stochastique d’un
processus A2([0, 7). Ici Yo = u(t — t, W) = ug(W¥) = f(WF) ot W§ =Wy + 2 =2z. [ |

REMARQUES.

— Il faut remarquer qu’on vient conditionner ’espérance en imposant que le processus démarre de x
autrement dit W;* = W, + x ou encore u(t, z) = E(f(W7)|W§ = z).

— Attention, ce n’est pas un théoréme d’existence, mais simplement une propriété de la solution probléme
de Cauchy qui admet une représentation probabiliste pour peu que celle-ci soit suffisamment réguliére !

— On peut généraliser (voir TD) ce résultat en introduisant un terme de dissipation dans I’équation i.e.
Oyu = 202 4 — ku avec k est bornée. Dans ce cas on obtient

u(t,z) = E (f(W{”) exp (- /Ot k:(Wf)ds)) .

— Pour faire le lien entre ’équation de la chaleur et le mouvement brownien on a utilisé la densité de
x + Wy qui est explicitement donnée par une gaussienne. Dans le cas général, il est possible de faire
le lien EDP-EDS par le biais de processus de diffusion régit par une EDS voir e.g. |1, 2, 7.
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4.2 Cas général : formule de Feynman-Kac

Soit (©,A,P) un espace de probabilités équipé d’'une filtration F = {F; }1er t.q. Fo est compléte. On notera
I = [0,T] avec T > 0. Dans la suite, on utilise W = (W1,...,Wy)T un m.b.s. d-dimensionnel, t.q. les
Wi,k =1,...,d sont adaptés a la filtration F.

4.2.1 Geénérateur infinitésimal

Soit T' > 0, considérerons le processus de diffusion X solution

{ dXt = b(t, Xt)dt + O'(t,Xt)th,t S (O,T]

Xo donnée, (4.2.1)

o b:[0,7] x RY — RY et o : [0,T] x RY — RIX.
Définition 4.2.1 (Générateur infinitésimal). Le générateur infinitésimal associé a I’EDS ( ) noté Ly est

Uopérateur différentiel donné par

q q

Z (o(t, )o(t, x)T)ijagixj + Z(b(t, x))laﬂh

i,5=1 i=1

Lt(l‘) =

N =

Exemple 4.2.2 (Equation d’advection diffusion). Si X est le processus stochastique tel que
dX; = b(Xy)dt + dWy, Xo donné,

avec b: RY — R? et W un m.b.s. g-dimensionnel, alors le générateur infinitésimal associé est ’opérateur de
convection-diffusion

L(x) = %A—kb(x)-v.

4.2.2 Equation rétrograde

Par la suite nous donnons succinctement un cadre général pour faire le lien entre des EDS et EDP paraboliques
sur U'intervalle I = [0, T],T > 0 en domaine infini RY. Dans le cas parabolique on se donnera z une condition
de Cauchy au temps T' (équation "rétrograde"). Considérons I’équation aux dérivées partielles avec la donnée
finale

{ ov(t,z) + Le(w)v(t,z) — k(z)v(t,z) +g(x) = 0, t<T,zeRY, (4.2.2)

o(T,z) = f(z),z € R
Théoréme 4.2.3 (Equation parabolique (rétrograde) ). Supposons que

1. f:RT—= R etk,g:1IxRI— R soient continues et f continues et k bornée inférieurement,

2. si de plus pour tout t € [0,T] et x € R on ait
(07 (s, X0")Vo(s, X07))seprr) € A*([t,T)),

3. ouv:IxRI— R de classe €12 est solution de ( ).

Alors, pour tout (t,x) € I x R, la solution v admet la représentation probabiliste suivante

T
v(t,z) =E <f(X%x)eftT k(X:")ds +/ g(Xb™)e™ J7 Ry )drds> .

t

ot X% est le processus de diffusion partant de x & linstant t.

Démonstration. Procéder comme pour I’équation de la chaleur en partant de v(s, Xﬁx) exp(— fus_
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De méme que précédemment, on a énoncé ici un théoréme de représentation, voir |7, Proposition 11.2.6] ou
encore [1, Théoréme 6.6] pour les hypothéses requises pour 'existence.

Pour les EDP a coefficients ne dépendant pas du temps , il est possible de considérer le changement de
variable t — T — t pour retrouver une équation "progressive" i.e. avec une donnée connue au temps initial
[1, Chapitre 6.2.2.]. Notons u(t,xz) = v(T — t,x) alors formellement on a

{ duu(t,z) = L(x)ult,z) —k(x)ul(t,z) +g(z),t € (0,T], =R, (4.2.3)

u(0,z) = f(z),x € RY.

avec

t
ult,z) = E <f(Xf)ef5 oy [ g(xe ’f<Xf~”>drds> ,
0

ou X% est le processus de diffusion translaté issu de x au temps ¢t = 0.

4.3 Stratégie numérique

Imaginons que 1'on veuille calculer une approximation de u (solution du probléme en domaine non borné
) admettant la représentation probabiliste suivante

t x t s T
u(t,z) = E(¢(f, 9,k X)) = E (f(Xf)e—fo R(XP)dr / g(XT)e™ Jo kX >d’“ds) :
0

pour (t,z) € Ry x R?. On peut combiner une méthode de MC avec un schéma de discrétisation adéquat
pour approcher les trajectoires du processus X (cf. équation de la chaleur).

Soit un maillage uniforme 0 = tg < t1 < -+ < ty = T de [0,7T], t, = nAt,n = 0,1,... et At = %, le
processus X; est approché par XA t.q. la v.a. Xﬁt = X" en tout instant t” ou X" est I’approximation
calculée par le schéma d’Euler-Maruyama. (On peut interpréter la trajectoire du processus discret comme
une fagon de discrétiser en espace.) On peut calculer une approximation de ¢(f, g, k, X) via

O(F.9.k, X) ~ dar(f.9.k, X2 = XN A HON) L Ap S (X1 M50 M),
1=0

Ici on approche les intégrales en supposant que les processus sont constants sur [t7,¢""1]. Puis on calcule
Pestimateur w4} (t, ) de u(t,z) en estimant I'espérance via un MC

M
E(6(7,0,k X)) ~ 22 3 0nelf, 9.k, X ()
m=1

ott a7 (f,9,k, X2 (wp) est la m-iéme réalisation par(f, g, k, X2 (i.e. associée & X2 (w,,) la m-iéme
réalisation de X2%). L’erreur que I'on commet en utilisant cette méthode est la suivante

M
E((/,0.k X))~ 12 3 67,0,k X*(wm)) = EG(f,g. k. X)) ~ E(darlf 9.k X>)
m=1

erreur d’intégration

M
+E(¢At(fvgakaXAt)) - % Z d)At(faga k7XAt(wm)) .
m=1

erreur statistique

Il y a deux niveaux d’approximation introduisant deux types d’erreurs :
— l'une qui introduit une erreur statistique du au nombre de réalisations effectuée, mais qui converge
par la loi des grands nombres quand M — oo.
— l’autre qui est liée a I’ erreur de discrétisation pour le processus X, qui est sensée décroitre lors que
At — 0.
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En pratique, I’idée est de choisir de fagon optimale At, M pour que les deux types d’erreur que I’on commet
soient du méme ordre !

Exemple 4.3.1 (Application a I’équation de la chaleur 1D). On cherche a estimer u solution de ( ) (pour
d = 1) pour un nuage de point {x;}~., dans Uintervalle [a,b]. En tout point (z;,t"), on a

| M
u(z;, t") ~ i Z flzi + W™ (wm)).
m=1

Nous illustrons les cas ot u®(z) = cos(z) pour lequel u(t,z) = exp(—3t) cos(z) (courbes du haut de la Figure

) et u®(x) = 22 pour lequel u(t,z) = 2% +t (courbes du bas de la Figure ) at =1 pour le premier
cas et t = 0.1 pour le second. On a utilisé 5000 réalisations du mouvement brownien et un maillage temporel
contenant 501 noeuds.

= ud{x}

wx, T}
075 o uM{xT)
0.50
025

0,00

solution

-0.25
—0.50

-0.75

—1.00

— ul{x)
ux,T)
o uMixT)

solution

-04 -0.2 0.0 0z 04

FIGURE 4.3.1 — Comparaison solution exacte u et son estimation u]\Af.

VERS DES METHODES DE SIMULATION "PROBABILISTES"

On peut alors s’interroger sur I'intérét de cette approche par rapport & une méthode de résolution déterministe
par schéma de discrétisation de type EF, VF, DF...

Méthodes déterministes H Méthodes de type Monte Carlo

v Evaluation globale de la solution u XEvaluation ponctuelle (regression, interpolation)
v Convergence liée & At, Az XConvergence lente M.C.

v/ Maillage fin v Convergence inconditionnelle

XGrande dimension (cond., CFL, mal. dim.) || v'Complexité ~ pour le linéaire en grande dimension

Un méthode probabiliste ne permet que d’accéder a des valeurs ponctuelles de la solution et non dans sa
globalité (il faut alors envisager une reconstruction globale via une méthode d’interpolation ou de moindres
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carrés). Par ailleurs, la méthode de MC peut converger trés lentement en fonction de M en effet dans ce cas
Perreur au carré se comporte comme V(u5yf(z,t))/M et elle dépend de surcroit de la variance de l'estima-
teur. On peut introduire des méthodes de réduction de variance : méthode d’échantillonnage antithétique,
méthodes adaptatives (voir MNP ou [2]|) ou encore des méthodes de MC multi-niveaux.



Chapitre 5

NOTATIONS ET CONVENTIONS

5.1

5.2

5.3

Abbréviations

v.a. : variable aléatoire

i.1.d : indépendantes et identiquement distribuées
m.b.s. : mouvement brownien standard

p.S. presque stirement

p.p. presque partout

Notations

(Q, A, P) espace de probabilité avec Q univers, M tribu et P mesure de probabilité.
1/2
Etant donnés z,y dans R, ||z| = (Zle a:?) est la norme canonique de z induite par le produit
scalaire (z,y) = Zle Y.
1/2
Etant donnés A, B dans R"*"™, ||Al|r = (Z?:l Py A?j) est la norme de Frobenius de A induite
par le produit scalaire (A, B)p = > 21", 37" A Bjj.

X v.a. de loi £(0) est noté X ~ L(0).
Une suite de v.a. {X,}n>0 convergente en loi vers £(6) est notée X,, ~ L(f). Soit X ~ £(€) on

n—oo

. . L
note aussi la convergence en loi X,, — X.
n—oo

Une suite de v.a. {X,,},,>0 convergente en probabilité vers X est notée X, L X.
- n—oo

. , .S.
Une suite de v.a. {X,,}n,>0 convergente presque surement vers X est notée X, %o x.
- n—oo

. , L2
Une suite de v.a. {X,, }n>0 convergente presque en moment d’ordre 2 vers X est notée X,, — X ou
- n—oo

de fagon equivalente E(|| X,, — X||?) — 0.
n—0o0

Tribus et variables aléatoires

Soit 2 un ensemble et F un ensemble de sous ensembles de §2 est une tribu sur € si :
— 0 c3g,
— siAeFalors Q\ A €T,
— si {Ap}n>1 € F alors Up>14,, € 3.

Une sous-tribu € de & est une tribu telle que € C &F.

Soit (£2,A,P) un espace de probabilité ot  est un ensemble, M une tribu définie sur €2 et PP une mesure de
probabilités. Une variable aléatoire (v.a.) & valeurs réelles X : (2,.,4) — (R%, B(R?)),d > 1, est une fonction
mesurable c-a-d que pour tout borélien B € B(R?) I’ensemble

X YB)={weQ X(w) e B}

aussi noté {X € B} appartient & M. On note E(X) I’espérance de X définie par

Mm:/Xﬂ.
Q
35
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La tribu engendrée par X est la tribu notée o(X) définie par
o(X)={X e B,BeBRY)}cM

c’est la plus petite sous tribu de M rendant X mesurable.

Espérance conditionnelle

Soit X une variable aléatoire a valeurs réelles définie sur espace de probabilités (Q2, A,P) et F C M une
sous tribu. On suppose que X est intégrable, i.e. E(|X|) < oco.

Alors Pespérance conditionnelle de X par rapport a la tribu F est la variable aléatoire Y F-mesurable t.q.
E(XU) =E(YU) pour toute v.a. U F — mesurable.

On note la variable aléatoire Y = E(X|F). On rappelle les propriétés de 'espérance conditionnelle par
rapport a la sous tribu F C M. et pour tout variable aléatoire X.

1. E(E(X]9)) = E(X).

2. Pour tout a,b réels on a E(aX + bY'|F) = aE(X|F) + bE(Y|TF).

3. Si € C Falors E(E(X|F)|E) = E(XIE) et E(E(X|E)|F) = E(X]E).

4. 81 X <Y p.s. alors E(X|F) <E(Y1]9).

5. Si X est une variable aléatoire intégrable et indépendante de F alors E(X|F) = E(X).

Par ailleurs, étant données deux variables aléatoires X, Y définies sur (2, A, P). On définit ’espérance condi-
tionnelle de Y par rapport a X comme l'espérance conditionnelle de Y par rapport a la tribu o(X) i.e.

E(Y]X) = E(Y|o(X)).

Les propriétés précédentes sont toujours vérifiées et on a pour tout Z o(X )-mesurable,
1. E(Z|X)=E(Z|o(X)) = Z.
2. E(ZY|X) =E(ZY|o(X)) = ZE(Y|o(X)).



BIBLIOGRAPHIE

1]
2l

3]
4]

[5]
(6]

17l

Francis Comets and Thierry Meyre. Calcul stochastique et modéles de diffusions. May 2020.

E. Gobet. Méthodes de Monte-Carlo et processus stochastiques : du linéaire au non-linéaire. Editions de
I’Ecole Polytechnique, 2013.

Peter E. Kloeden and Eckhard Platen. Numerical Solution of Stochastic Differential Equations. Springer,
Berlin, Germany, 1992.

Gabriel J. Lord, Catherine E. Powell, and Tony Shardlow. An Introduction to Computational Stochastic PDEs.
Cambridge University Press, Cambridge, England, UK, July 2014.

Bernt @Qksendal. Stochastic Differential Equations. Springer, Berlin, Germany, 1995.

Alfio Quarteroni, Riccardo Sacco, and Fausto Saleri. Numerical Mathematics. Springer, Berlin, Germany,
2007.

Julien Reygner. Méthodes numériques probabilistes, Notes de cours. 2024.

37



	Mouvement brownien
	Généralités sur les processus stochastiques
	Définitions
	Mesurabilité
	Loi de probabilité

	Les processus gaussiens
	Processus du second ordre
	Loi normale et vecteurs gaussiens
	Processus gaussien

	Bref historique
	Définitions
	Variantes du mouvement brownien

	Simulation du mouvement brownien
	Discrétisation en temps
	Méthode de Cholesky
	Procédure progressive
	Décomposition de Karhunen-Loève


	Eléments du calcul stochastique
	Objectifs de ce chapitre
	Filtration et mesurablité
	Intégrale stochastique et propriétés

	Processus d'Itō, formule de Itō
	Formule de Itō pour le mouvement brownien
	Processus de Itō et formule de Itō pour un processus de Itō 


	Intégration numérique des EDS
	Notations
	Quelques exemples

	Existence et unicité de la solution
	Intégration numérique des EDS
	Schémas d'approximation
	Erreur d'approximation
	Convergence forte
	Convergence faible
	Aspects pratiques


	Représentation probabiliste des EDP (lien EDP-EDS)
	Equation de la chaleur
	Un résultat formel
	Une première formule de Feynman-Kac

	Cas général : formule de Feynman-Kac
	Générateur infinitésimal
	Equation rétrograde

	Stratégie numérique

	Notations et conventions
	Abbréviations
	Notations
	Tribus et variables aléatoires


